سال چهارم 
آموزش متومط عمومی 
رناضی و قبریت . . ۰ 


۹ 


وم 


و بر ناه ۱ 
۴ 9 
اب 


نی 
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و2 ۵ ۲ 


ج ۲ص 


۳ ون خرس ۳ 
ور ری 
اي - تاو 


هندسه تحلیلی ‏ 
سال چهارم 


عمومی 
آهوذش متوسطه 


دیاضی و فیزیک 


۱۳۶, 


ید بدآورندگات 


مولفان 
صفحه پر داز 
رسام 


چاپ از 


1 حسین غیور 9 حسین مجذوب زنجانی 6 محمدطاهر معیری 
1 حسن قفخارزاده 

8 خسرو مدیریان 

8 سازمان چاپ خواجه 


حقوی مادی این اثر متعلق به وزارت 


آموزش و پرورش أست 


درباره* آرم جمهوری اسلامی ایران 


از آنجا که این آرم باید محتوای حکومت اسلامی را بیان نماید و این محتوق چیسزی 
نیست جر رشد و تکامل انسان به سوی " الله " (الی‌الله‌المصیر ) و همین طور با توجه به این 
اقعیستر که جآمپن محتوای کلام‌الهی و لحن و صوت و فرم ظاهری‌آن‌ارتباطی‌درونی وجود دارد 
ری درو وب موی تا اين حد در فرهنگ اسلامی‌توجه 
شده ) »کلمه* " الله " که هدف و غایت حکومت اسلامي و اساسا " قایت هستی است به‌عنوان 
مبنای فرم آرم انتخاب گردیده است و در جهت نکامل بخشیدن و تبدیل شکل این کلمه به 
صورت یک آرم و با مشخصات و امكاناتي که‌یک آرم از هر نظر باید دارا باشد سعي‌گردیده‌است 
که مقاهیم مورد نظر در نهایت خلوص, سادگی و ایجاز» در قالبی متناسب با محتوی بیان 
گردد آن‌هم بیانی اسنعاره‌گونه به‌جهت ابنکه‌فرم آرم خود هویت و شخصبت مستقلی را ورای 
خط نوشته‌های معمولی دارا باشد . بر اين اساس با تجزیه و خلاصه کردن شکل کلمه " اللم" 
سعي گردیده تا علاوه بر اینکه کلمه " الله ش خلال فرم خوانده می‌شود عناصر آن طوری 
انتخاب‌گردد تا نرکیب آرم نیز خود چیزی بیشتر از یک خط نوشته بوده به طور رمزی مفاهیم‌و 
نشانه‌های‌بک حکومت اسلامی‌با شد . نشانه‌ها پی‌که‌علاوه بر مبنای‌فکری حکومت ( کتاب - ذکر) 
در قرآن از آنها به "میزان " و "حدید " تعبیر گردیده است . به این ترتیب اصلی‌ترین 
مفاهیمی را که بابد در فرم مستتر با شند این‌طور می‌شود فهرست گردد : 

" کتاب " ( توحید » اصول پایه" دین ۰..) "میزان " (تعادل و توازن ۰۰۰). 

حدید " ( قدرت واستحکام ۰..... ) و "رشد ". 

ویژگیهای اصلی ترکیب فرم عبارتند از : 

ترکیب و بیان‌فرم کلمه* " الله " یا پنج عنصرتشکیل دهنده اصلی که چهار عنصر آن 
به شکل‌هلالی انتخاب شده‌است در مجموع یادآور یک‌فرم گیاهی‌است . و بیانگر مفهوم (رشد ) 
است:: 

لازم به‌توضیح است که شکل هلالی همان شکلی است که امضای مشهور حضرت محمد (ص) 
از آن تشکیل می شود , 

- خطوط ها دی این هلالی‌ها نصف‌النهارهای کره* زمین را تجسم مي‌بخشند واز این‌راه 
اشاره‌ای به جهانی‌بودن این عقیده دارند . 


پنج جز؟ اصلی آرم نشانه* پنج اصل پایه* اسلام ( توحید » نبوت » عدل , امامت » 
معاد ) است که اصل توحید در میان , حکم عمود و ساقه اصلی را داراست ( اصولا " عدد پنج 
در فرهنگ اسلامی شیعی جای خاصي دارد که علاوه بر اشاره به پنج اصل دین , پنج تن‌و خود 
به عنوان یک عدد در هندسه و حساب مبنائی است برای اشکال و تناسبات طلائی که بخش 
مهمی را در هنر اسلامی تشکیل میدهد ) . 

- عناصر ترکیب به نحوی خلاصه شده‌اند , تا ضمن بیان " الله" عصارهای از کلمتوحید 
یعنی " لاالهالاالله " را نیز در خود مستتر داشته باشد . 

(نحوه* تطور آرم در جهت بیان "لاالهالاالله " در نموداری نشان داده شده است ) , 

- جز* قائم میانی در ترکیب‌ا فرم تشدید ( س ) ضمن یادا وری شکل شمشیر خودبه‌فرم 
قائم و ایستاده نما دی است از قدرت و استحکام و ایستادگی ( حدید -آهن )۰ 

فرم تشدید ( س) که در خط عربی و فارسی شدت را می‌رساند در اینجا نیز برایاشاره 


به فرم ثمشیر و از این‌راه مفهوم " حدید " بکار گرفته شده است ( انزلنا "الحدید " فیهیأس 
"شدید ")۰ 

ترکیب کاملا " متقارن شکل بياني است از حالت تعادل و توازن ( میزان )۰ 

- بالاخره‌بزرکترین و اصلی‌ترین ویژگی ترکیب (ویژگی‌لازم و کافی ) همانا بیان کلمه" 
"الله " است که خود هم قالب است و هم محتوی . 

- نظام هندسی و طرز ترسیم آرم ( که در یک دایره محاط است و نقاط راهنمای آن بسه 
کمک تقاطع دو ستاره* پنج پر به دست مي‌آید ) . 


ملک 


فپر ست 


فصل اول - نمایش نقطه و خط در صفحه و فضا ۱ 
فصل دوم - دایره ۳۶ 
فصل سوم - مقاطع مخروطی ۱ س 


مسائل مختلف ۱9۴ 


فصل اول 


(٩-٩)اندازه‏ زاویه بین‌روخط ب روط متمایز(] و 1 را 0 ۸ ّ 

را در نظر گرفته و ازيك نقطه دلخواه مانند () دوعط ۵ 

و اش دابتر تیب مو ازی ([ و "([ رسم می‌ کنيم (ش ۱۰۱) 0 
(ش ۱.۱) 


بر حسب تعریف زاویه عط "(1 باخط (]عددیست جبریکه قدرمطلق آن مقدار ذاویه ای است 
که حط ۸۵ با دوران بانداژه آن حول نقطه () برعط "۵ منطبق میشود و علامتش (1-) است اگر 
۵ درجهت مشت صفحه دور ان کرده باشد و درغیر ابنصورت علامتش ( -- ) است (جهت مثت‌صفحه 
معمولا خلافی جهت حر کت عقر به‌های ساعت اختیاد میشود). این عدد جبری دابانماد (] و (1) 
مان متتهت: 

کلیه اندازه‌های زاویه حط (] باخط ([ را می‌توان بصورت 74-0 1 نمایش داد که ۷ 
عدد صحیح نسبی و 8 نمایش کوچکتر ین مقدار مثبت زاویه ((] و (0) است . 


مثال -۱ گر کوچکترین زاویه مت خحط (] با خط 0 (] 


ساوی 2 دادیان (۶۰۳) باشد خو اهیم داشت : ِ« 


۱( و 1) ۳ 


ا گر بجای ۷ چند عدد صحیح نسبی قر از دهیم 
بعضی از مقاریر زاویه‌های بین‌دوعط فوق بدست ما بد: 


کح( جر ۷ ۶-(0 و 9)جته ت | 


و ک- <( و 0)چت ۱ - - )| ک (( و 0)چس ۲  --‏ 


روشن‌است که مقادیرز اویه ("(] و (1)بستکی به‌جای‌نقطه () ندارد ووقتی (] و (] متقاطع 
باشند می نو ان نقطه تقاطع را نقطه () احتیار کرد تا از دسم کردن دوخط ۸۵ و ۵ بی‌نیاز باشیم 
اگر دوخط ([ و "(] متوازی باشند دوخط ۵ و ۵ بریکدیگرمنطبق حواهند بود و زاویه ۵ دداین 


۱ 


حالت صفرمیشود و عبادت کلی زاویه ("(1 و (1) بصورت | 17| درمیاً ید : 
<< ((1 و (1)ج-1 | 10 


٩‏ ا!. زاویه میان ۵و بردانه دوبرداد ۷ ۲ ۷ در نظرمی گیریم. |زنقطه () بردارهای 
۸ و 08 دا ب‌ترة تیب پرابر با ۳ ۷ دسم م ی کنیم. هرزاوبه (مثبت با مقی با صفر ) که 
۸ باید بچرد تابر 3[ منطبق‌شود زاویه ۷ با ,17 نامیده و اندازه‌آن بانماد ( ,۷ :۷) 
نمایش داده میشود از تعر یف چنین برمی آید که : 


)۲, ۷ <-)۷,,۷( 


چب بٍِ سح 
کلهٌانداژه‌های زاویه‌برداد ,۷ با برداد ‏ ۷ بصورت | ۲۲| نمایش داده 
ب چب 
می‌شور که 1 عدد صحیح نسبی و 0 کو چکتر ین مقدار زاو یه (۷ و ۷( است ۰ 
بح و ۰ ‌ ۰ ۰ 
آن‌مقدار از (۷ ۶ ۷) که دربادة [ , چ --] قرار دارد زاویه اصلی دوبسردار نامیده 
می‌شود ۰ 
٩‏ ۲ ذاویه میان دومحویه زاویه میان دو بردار یگانی دومحور را زاویة میان آن دو 


محور می‌تامیم انداز ء زاویه محور زرم پامحور و رابانماد (0 ۱ 0 نمایش مي دهیم ۰ 
زاو به ميان‌يك بردار ويكسحور نیزهمان زاویه میان‌آن‌بردار ویرداریگانی محورمی‌باشد. - 


(۲-۱)- نمایش نقاط داقع بر يك صفحه 


۱ ۳ ۱ مل لفه‌های یک برداد 


هر گاه ز و ز بردارهای واحد دو محور یرماع و زوانر از دستگاه مختصات و عا و 7 
مختصات نفطهٌ ]1 از صفحهة این‌دومحور باشند. شحل 
۱ » از تاری 00 + 0۴ - 0 با 
ی[ ه برع ۲ و 0 وبنابر این 
1 «-_-0۳8 و و 00 می‌توان نتیجه 
گرفت: 


۳ 


زد 03 


مصو لا۳() ول() رام لقه‌های]۷]() بر دو محور و 5 د 9 را مختصات آن برداد پرمجورهای 


محتصات بر دار 

مي‌دانیم تصو پرهر بردار بريكکسحور يك بردار است ودو برداد برابر تصویرهای برا بر دارند 
بنابراین اگر پرداد دلخواه ۷ داده شده باشد و برداد 036 با ۷ بر ابر باشد اندازه‌های جبری 
تصویرهای ۷ 036 برهر يلك از محورها باهم براپر ند. 

اگر (,۲ , ,ع) د (,۲ رد)3[ در صنحهسختصات داده شده پاشند آنگاه زو مختصات 
ان اوه ان قفروهای زمر یمس ای 

۲۲ د دعس 
(برای بدستآوددن این دستورهار ابطه 0۸ - 013 ۸13 دا روی صريك از محورها 
تصو یر کنید ), 


ات ۳ ۲ 9 وس ۳ سح 
هر بردار ۷ با مختصات آن به‌صور تهای (ط «ع) ۷ و بسا 9 ۷ نما یش داده‌می‌شود. 


مدال - نقطه‌های (۱ ۸۰ ود( 1۲۰۱۳ داده شده‌اند. بردار ۸3 دا بانماو (۲۰:۲ 19 ۵ مایش 
ی ۱ 


۰۱ - مختصات قطبی نقطه - دیدیم که هر گاه نقطه‌ای از صفحه به‌عنو ان مبدأمقا یسه (نتطغل) 
د بحوری مانند >( گذرنده از آن مبدا و محجور دیگری مانند و۲0 را به‌ عضو ان دستگاه 
مقایسه اختبار کنیم» هر نفطةٌ ]۷[ واقع در صفحه, از نظر هندسی با 001 مشخص خحواهد شد و ور 
نمایش نعاط صفحه به به وسیلختصات 070 را با مولفه‌های آن بر دو محور 
اگر 06 صفر نباشد می‌توان‌آن را پا اندازه آن ۷ 

و اندارة زاو یه‌ای که با محور تشکیل 
می‌د هد مشخص کرد (شکل ۰۱) دد این صو رت 
مر لفط 1 از صفحه با ۱06 و زاویه 

یت هه 
(01۲ و 1 0 مشخص ميی‌شور ۰ دراین‌حا لت 


مشخص می کنیم. 


عدر |68 را با نماد م نمایش می‌دهيم. 
در حالتی که ]1 بر (0 منطبق باشد زاویه ۵ بی معی ولی نفعله () باشرط هم کملا 
مشخص است. 
بنا براين بجز مدا هرنقطةً دیگراز صفحه بادو عامل م و 8 مشخص‌مي‌شود , عدرهای مو ۵ را 
مختصات قطبی آن نقطه می نا مند عدد م همواره ناعنفی است ولی 0 هر عدد حفیقی می‌تو اند باشد» 
در این دستگاه؛ نقطةٌ (0 زا قطلب دمصورعو() "2 ۱ محود قطبی د ]1[ دا خماع قطبي و 
زاویه ۵ دا نداد نقطه [٩]‏ می گوگیم . 
باید توجه داشت که در مختصات قطی» زاوي؛ ۵ زاویه‌ای مثبت یامنفی یا مساوی‌باصفر است 
و اندازهٌ زاویه‌ای است که نیم عط عر) باید به‌اندازء آن گرد قطب بچرخد تا نقطه با مختصات 
م و 0 روی‌آن قر ار گیرد . 
در مختصات قطبی هر نقطهٌ ۲ با مختصات م و ۵ دا بعصورت (0 ۰ م) ]3 نمایش 
می‌دهيم و هر جفت اعداد م و 0 قط يك نفطه را مشخص می کنند اما نظیر هر قطه مفروض چند 
جفت مانند م و ۵ مي‌توان درنظر گرفت. زیرا هر نقَطهُ (0 « م)6 دا با مختصات م و 4+۲ ۰0 
یا م و 04۶و ... نیزمی‌توان نمایش داد (شکل ۱- ۵ ). 
بنا بر این : 
 1۷1)0:04- ۲۶(‏ ( ۰0 .در شکل 


(۱- ۵ ) هريك از نقاط ( ۰۳,۶( )7 


(۱۰) ۲۱-۳(۵) بو 5 :0)۲)بامختصات 


قطبی مشخص شده است. 

(ش ۵۰۱) 
رابطه بیسن مختصات قطبید قسائم - نقطه 
(۳ : )دا در دستگاه مختصات‌فاثم 7( 
احتیار می‌کنیم ( شکل - ب ).دستگاه قطبی را 
چنان در نظر می گیریم که نقطهٌ 00 فطب و محور 
محور قط ی آن باشد. | گر مختصات نفطهً 
دا نبت به این دستگاه مو0 درنظر بگیریم , ۷ 
ملاحظه می‌شود که : 


0سم - ۱9 |/(0|- (036 ۰ ز )8-036 
0وم -< (0- 0 - رن 9 [ 60-024 


اما ۳() و (04) مختصات فائم نقطهٌ ]1۷ نسبت بهدستگاه ۰ 503 می‌باشند» وبا براین: هر گاه 
محور قطبی برمحور طو لها از دستگاه مختصات قائم منطبق باشدو محورهای مقایسه را وريك جهت 
و با مدا مشترله در نظر بگبریم بين مختصات قائم وفضلی هر نقطه را بطه‌های زیر برقر ارند: 


5 -- 0 
۷ 2-۰0 


مثال - اگر در دستگاه مختصات قطبی نقط(< « ۲) 106 را داشته باشيم» نسبت بهدستگاه 
مخصات قائمی که محور طو لهای آن‌همان محور تطبی باشده مختصات شطه ۷۲[ عبار تند از : 
ات 
۱۳ 
۲ ای : 


۲ - فاصله دو نقطه 


فاصله دو نقطه بر حسب مختصات قالم آنها - یادآوری می کنیم که اگر دو نقطهُ (,۲و و )۸ و 

(,۰۷۲,) ظ در يك صفحهٌ مختصات تائم مفروض باشند فاصلٌ آنها از دستور زیر بدستمی آید: 
0( 2) (-ظ۸ )۱( 

فاصلهةٌ هر نقطةٌ (۷7 ۰ عد) ۷ از مبدا مختصات با استفاده از دستور ذیر تعیین می‌شود: 


۱ ۲-۷۲ ۷ - 6(8۷ 
أ_ 


مثال - فاصلةً نقطةٌ (۷ ۰ ۲۴) ]8 از مبداً مختصات 


7-۵ ۶۲۵ ۷ ۲۴۲-۷۲ ۷ ]0۷ 
و فاصله همان نقطه از نقعه (۲ : ۱۹۹ 


1۷11 -۷ ۲۲۲ -۱۲(۲+-)۷-۲( ۱۶ ۳ 


فاصلكً دد نقطه بر حسب مختصات قطبیآنها - ار دو ننطهةٌ (6 ۰ م)] و (۰۱۵م )8 دريگ 
صفحهٌ میختصات قطی مقر وض باشند (شکل۱. ۷ ) 
درمئلت ۷[ اضلاع م - 01۷ و ام -- 8( 
و زاویب؟ 8- ۷61-۵( مشخص هستند و 
نا براين 1۷]۷» ضلع سوم این سلث دا می‌توان ۱ 
تقعات کرو 


۳ 0۵۲-۷0۰0۵ +0۸۲ - 1301۷۲ 
و از آ نا . 
[0- ۲-۲۵۵0 ۱/0۳4 ۱۱۲ )۳( 
بصورت دیگر می‌توان رید که اگر در دستور (۱) بجای داد ۲۷ اندازه‌های آنها را 
برحسب مختصات قطبی قر اروهیم» فاصلاً دونقطه برحسب مختصات قطب یآنها مشخص می‌شود. 
روشن است که فاصلا هرنقطة (0 « م) 3۷ ازقطب مساوی م است. 


مثال ۱- ناصلا دو نقطة (گ ۸۱) ۸ و رک ۳ 13 ورسختصات قطبی را ب‌صودت ذير 
۴۳ 
(2 )م۲ ۸۱ ۲( ۱-وبمو/| -ظ۸ 


۷« ۲۲7 س کسد ۱-۲ /- 


مثال ۲- فاصلا دونقطة (5 ۱ ۳) 6 و( ۲ ۷[ درمختصات فطبی به‌صورت زیر تین 
می‌شود ؛ ۳ 
و ۲۵ موه ۴ < ۴ ۲( +- ورب /1- ۱۸۱ 
-)۳-٩(‏ نماش نقاط واقع درقضا 


۱ دستگاه مختصات فضائی - هرسه نیم .حط غیر وافع دريك صفحه که مبدا مشتر اه داشته 
باشند يك کنج سه‌وجهی مشخص مي کنند. مانند کنج (02 ۰ و0 « ()) یا (ول) ۰ 02 : <)) 


۶ 


و ... درشکل .۰ 

کنج سه‌وجهی ممکن است جهت‌دار فرض شود و آن درصورتی است که برای یا لهای کنج 
تر تیب خاص اختبارشده باشد. جهت يك کنج سه- ۳ 
دجبی (02 ۰ و00« »02) دا مسق می گوئیم 
درصورتی که ا گر ناظری برصفحٌ 05 : به تر تیبی 
ایستاده باشد نه‌امنداد قامتش‌مطا بی شکل(۰۱ ۸ ) 
درامتداد جهت مثبت محور 2) قر ار گر فته و رو جب۳" راست 
به‌رو به‌محور و() باشد» زاویهٌ (05 : و)) را ۱ 


درجهت مثبت بیند؛ یعنی‌محور ول) درسمت چپ ۷ب رت 

ژی قر ارداشته باشد. بااین تعر یف جهت کنج‌سه - 

ردجی 0 : 672 ۱ *()) ععکوسی نامیده (ش ۸.۱) ‌ 
می‌شور 


هر گاه کنج (002 « ]() « ()) جهت‌دار فرض‌شده باشد؛ رعایت ترتیب درخواندن یا لها 
الز امی است و ددهرصورت ترئیب نوشتن یالها راچنان باید درنظر بگیربم که جهت کنج محفوظ 
باشد. هر کنج سه وجهی جهت‌دار راازنظر سهولت وشتن و خو اندن باحروف رأ سکنج و يك 
نقطه‌از هریال آن‌بارعا یت‌تر تیب مشخص می کنیم مانند کنج ,و ویو.). 

برای نمایش نقاط فضائی با اعداد؛ کنج سه‌وجهی جهت‌دار 0.۲2 دا به‌عنوان دستگاه 
مقاپسه در نظر کر فته وآنرا دستگا: مختصات فضائی می‌ناهیم , دستگاه مختصات فضائی معمو لا کنج 
سه‌وجهی درجهت مستقیم اختیار می‌شود (شکل ۸۰۱ ) 

دردستگاه مختصات فضایی ممکی‌است زاویه‌های کنج غیر مشخص باشند» اما عموماً ازکنج 
سه‌فا مه که محورهای آن دو به‌دو بریکدیگر عمودند استفاده می‌شود. 

اندازه‌های بسردارهای واحد سه‌مجور دستگاه مختصات فضائی لزوماً نباید متساوی باشند» 
اما درعمل بیشترازدستگاه مختصاتی استفاده می‌شود که اندازه‌های بردارهای واحد سه‌محور آن 
ساوی یکدیگر ند. . 

درسر تاسر کاب محورهای مختصات را عمود بریکدیگر فرض می کنیم. 


٩‏ مختصات نقطه در فضا 


و 
مق لفه‌های يك برداد - اگردستگاه مختصات فضائی72د.() و ۷۲[() بهمبداً (0 را درنظر گرفته و 


تقاط ۱ و ٩‏ تصویرهای قائم نفطه 8 دا برصفحة تول)یر و بر محود 2() تعیین کنيم. شکل 
(۹۰۱) 


0۷+ ۵()-۱۸۱) 
و اگر تصویرهای نقطهٌ ۷ دا بر دومحور () و 


پو() به‌تر تیب با ۳ و م6 نمایش دهیم : 


اس اه وت مت مت 


0-0۴-۵0 


و بنابراین می‌توان نوشت : 


0] 0۴+00+08 


م4 مس مس ات ویسیت 
بردارهای ۲() و () و () را که‌سهتصویر ]۷[() برسه محور مختصات هستند و 3۷() 
رامشخص می کنند» مو لفه‌های ۷[() برسه محورمختصات می گو یم. 
اما تقاط و ()به تر تیب‌تصو یرهای قا تم نقطة ۲ بردومحور و() و بو() حواهندبود (چرا). 
ب دروستگاه مختصات قائم مژ لفه‌های هر بردار به آغاز )0 بد ینطر بق عشخص می‌شو ند کسه 
تصویرهای قائم عطهٌ ۷[ (پایانآن بردار) را بررسه‌محور تعبین کنیم . یعنی: 
موٌ لفه‌های هر برداد )بر سه‌محو رد يك‌رستگاه مختصات فا تم از تصو بر های تائم آن‌بر دار 
۰ ۰ مچ 
بر سه‌محور مختصات پدید می آیند. از طر یی نعین تصویر های وه ۷ بر سعمحورمختصات. ]۷!() 
به‌سه بر دار که هر يك در امتدار یکی ازمحورها است» تحر به می‌شود 
مر گاه ۳()و 100 4) اندازه‌های جبری تصویر های‌قا ثم ۱۷( )را بر سه‌حور دستگاه 
تسه ی م4 
مختصات قائم با ۰ و ۲ و ] پبردارهای واحد سه 


محور دستگاه مختصات باشند ( شکل ۰۱ ٩‏ ۳ 0و ز ۷ 00 ۲ 08 


و بنا بر این 
1 اون و 0۸8 


نی : باه پروار مفروض 0[1) یا هرنقطة ]1 از فضای سه بعدی, سه عدد حقیقی »رد2 
متناظر است که در رابطة فوق صدق می کنند و به‌عکس هر سه عدر حمیتیفرو ض يك ‏ قطه: و فعط 
يك نفطهٌ 1۷۲ از فضا مشخص می کنند جنانکه‌آن اعداد انداژه‌های جبری‌مز افه‌های]۷[()برسهمحو د 
مختصات مي‌باشند. 


۸ 


سه عدد ز و ۷ و 2 دا مختصات فضایی نقطه ۷ می نایم ودر هندسة تحللی‌هر تقطذ ون 

را در مقایسه با يك دستگاه مختصات. با مختصات آن مس< سم . 
مشجص می دنب 

سه عدد ز و ۷ و و دا که در دستگاه مختصات فا ثم‌از جهت قدر مطلق باغاصاه‌های نله پا 
از سه‌صفحةً مختصات بر ابر ند» به‌تر تیب طول وعرضص و ارتفا ع نقطهٌ |۰۷ می گو نیم. 

روشن است که مختصات هر نقطه برحسب آنکه‌آن نقطه در کدام يك ازنو احی‌هشتگا نحاصل 
از صفحه‌های مختصات سه بعدی وافع باشد. مثبت با منفی هستند وا گر نقطه‌ ای بر یکی از صفحدهای 
)۳ پا 2( یا 6 با بر يلك محو ر وافع باشد» یکی از مختصات آن با دوعامل از سذ عامل 
مز بور» صفر خو اهد بود. میدا مشتر لا سه محجود باعنو ان مبدا محتصات . تنها نطه ای است کهمحتحات 
1 هر سه مساوی باصفر ند. 

به همان تر تیب که در مورر زةاط و اقع در رک صفحة 3 مقرر است, هر مّطه فضایی ]را کد 

مختصات آن «سسیمت بد دستگاه دردتصات ۷7 ۰ 8 ره ثر یس و ۷ 2 باشند ره کی ار وضو اند 


1 
(7 0 ۷ 89 ۷ با ۷ نمایش ال ایس نما دها را ۳ 1۷ ند محتصات و ۷ ٩‏ .2 
۳0 


می و ایم . 


۳.۳۰۱ مختصات بر دار در وضا هم بر ای هر بر دارم تو ان بو لقه‌های آن زاب ند محو ز م ختصات 
نعر یف کر د. تصو بر های بلك بر دار را بر سه دور مختصات. موز لفه‌های ن بر دارواندازر ه‌های جر ی 


موز لفه‌ها را. محتصات آن‌بردار می گوئیم.! گر دو نقطه (2 و ,و با هش وی و ۱ 


داده شده با شند. مختصات بر داد3] ۸ ازدستء رهای ۳ بدا ست میآبند: 


و می‌تو ان نوشت : ع دز زک و1 ار : 


۰۱ - صرب عدد در برذار - سال کذشته دیدیم که ۳ يك عدر حشفی و ۷ يك بردار 


ات سح سح 
باشد: حاصلضرب عدد و در بردار ۷ برداری مانند (۱ است که اندازه‌اش بر ابر با ۷|||می با شد 
۳۳ مه بت چپ یره مد 
و جنانچه و و ۷ هیچکذدام صفر نباشند انگاه راستاهای و ۱۷ یکی هستند . وانکهی! کر همثیت 
باس 


۱ عم ۳ وه 0 ۳ 
باشد ۷ و ۲۴ هم‌جهت هستند و اگر و متفی باشد» ۷ و ۱ دردوجهت مخالفند. ا گر زو 


هه هه 
۲ و7 مختصات ب-رداد ۷ و ۳ و "1 و/7مختصات‌بردار ۷۷ باشند, دایطه‌های‌زیر بر فر ارند: 


۱-۸ 
۷[ ۷ جه ۳ ۷ چها| ۲-۵۷ 
<< ۸ 


هت 
(قر اردادمی کنیم که 4 با هر بردادی موازی است) بر ای‌اثبات‌دستورهای بالا(مثلا برابری 
- ") به‌شکل (۱۰۰۱) نگاه کنید 


(ش ۳ 


از داء تحلیلی نیز می‌توان رستورهای بالا را ائبات کرد. ددسال گذشته دیدیم که 
۷ ۷۱ ) و و 7 ۳۹ ۷( 8 
نابراین اگر 2+ ز لا + 1 6 س- ۷ باشد, آنگاه 
ک 2 زاو هت ۱۷-۵۷ 


وس 
یعنی مختصات بردار ۷عبار تند از ود ل ود,۵2. 


)۴-٩(‏ - ضرب بر دادها 


بت بت 
٩‏ - ضرب درونی د3 برداد - حاصل‌ضرب دددنی دوبرداز ,۷ و ۷ بنا به‌تعریف عدد 


جبری (۷ 2 ۱۷ 5 


(۷ در ,۷) ۰۷۷۰ ۷ 


بت چبب ت_ ۱ چب ی ۱ 
چون (, ۷ و , ۷) ومه |,۷| اندازه‌جبری‌تصویر بردار ,۷ برروی امتداد, ۷می‌باشد +پس 
می‌تو ان گفت که حاصاضرب ددودنی دد بردار برابر است با حاصلضر بت اند ازه‌يك برداردر اندازه 
اس سس مج 5 ۳ ۰ 
جبری تصویر بردار دیگر بر آن برداد . (امتداد, ۷ را محودی فرض می کنیم که جهت مت آنه 


همان‌جهت, ۷ می باشد .) 


1 
رس 


۷ 
لت 
۷ 60:۷ ۱۷ 


رش ۱۱۰۱) 


اين موضوع دراثبات برخیاز ویژ گیهای ضرب‌درونی مورداستفاده است. 


و یز آمهای ضراب درونی بر دادها : 
(الف) اگر دوبردار برهم عمود باشند ویا اينکه اندازه یکی از بردارها صفر باشدءآنگاه 
حاصلضرب درونی آنها صفر است و بعکس. 
چبب چبب 
(ب) بر ای‌هر عددو‌وهر دو بردار, ۷ و + ۷ دادیم: 
بت بب ب چب چبت ب‌ 
۷۰۸۵۷ ۰۷( ۸۷) --( ۷ ۰ ۷) 8 
ینی اک یکی از دو بردار را در عددی ضرب کنیم: حاصلضر تب درد نی بردارها یزور آن 
عدد ضرب می‌شود (با کشیدن شکل این موضوع را نشان دهید). 
(ب) ضرب دردنی دادای ویژ گی جابه جایی است. یعنی همو ار ه: 


چت.. هچ چت 


,۷ ۷-۷۰۰ ۰ ,۷ (چرا؟) 
(توجه‌کنید که (0- )وم عد ۵ومم.) 


۱۱ 


(ت ) ضرب درونی نسبت به عمل جمع بردارها دادای ویژ گی پخش پدیری است. بعنی: 


۰۷۰ ۷ ۰۷۲ ۷۰۲۲ (جرا6) 
(ث) بر ای هر برداد ۷ دادیم : ۲( ۷ . 5 


(ج) اگر زاویه میان دو بردار حاده باشد. حاصلضرب درونیآنها مثبت و اگر زاویه‌مزپور 
منفرجه باشد؛ حاصلضرب درونی بردارها منفی خو اهد بود. 
مثال س در شکل (۱۲.۱) : 


3۶ مه (۷) (۳)- ۰۷ ,۷ 


مثال ب در شکل (۱۳۰۱) : 


۵ دمه(۵) (۲) ۷ ۰ 1 


> 


(ش ۱۳۰۱) ری ۱۳۰۱) 
نامهای دیگر برای ضرب ددونی - ضرب‌درونی دا گاهی‌ضرب عددی یاضرب نقطه‌ای نیز مینامند . 
«صرب عددی» بخاطر ایست که حاصلضرب يك‌عدد می‌شود و«ضرب نقطه‌ای» نیز بخاطر نماد 
هب چپ 
۷ . ۷ می‌باشد . 
حاصل ضرب دردنی دو بردار بر حسب مختصاتآ نها - هر گاه در دستگاه مختصات ۲2 ۰ 0 
چب چ 

دد پرداد (.2 ۱ ۱ ۰ ,) ,۷ و (ب2 لا ۰ )»۷ دا داشته باشیم» 

هب جح چپ چت 

۹ ِ_- ‌ ها 1 رت ۷ 


س_ بت 


1+ ز 1 ۷ 


و بنابراین : 
را 2 رز لا )۰( 2زا ۱۱) ۰۷ ,۷ 
اما محورهای مختصات دوبه دو بر یکدیگر عمو دید و بنا بر این حاصل ضر بهای‌درو نی دو به 


هب چب 
دو بردادهای 1 و ز و 6 مساوی صفرند و از طرفی ۱ع< ومع < ۱( ۱ع< [ . زو به 


همین دلیل ۱ 1 ۱ 2 بنابراین : 
1۱۷۱ +۱۸۱ ,۷ . ۷ 


اندازة يك برداد برحسب تصویرهای‌آن - از دستور بالا می‌توان دید که اکر (,۱۶ )۷ 
باشد : 
کر ۲2 


از طرفی بنا به دیژ کی (ث) ۷-۷۲ .۷ 
و در نتیجه ۲1-۱۲۲( ۷- |۱۷ 


فاصله دو نقطه - دیدیم که اگر دو نقطة 2۱ ۱ 7۱ ,)۸ د :۰۱۲۰۱2 :5) 3مفروض باشند 
تصوبرهای فائم ۸۳ بر محورهای مختصات فائم 2 .)0( به تر تیب را ور و ۲ با و 
2 رز است و بنابراین فاصلهةٌ دو نقطه هر و 1 را از دستور زیر می‌توان بدست آورود: 
و62 ۱(۲ )۳( )۸۵-۷ 
ناصلةٌ هر نتطهٌ (2 ۱ ۷ )1۷ از مدا مختصات از دسئور زیر بدست میا ید: 
۲۲۲ 00۷۲ 
۰ فبب. وب - 
صرب بر نی د9 برداد - حاصل‌ضرب بردنی ددبرداد ,۷ و ۷ برداری است مانند ۷ 
بقسمی که : شکل (۱۳۰۱) 
۰ ۰ ۰ ٍ- ٍ__ 
الف.- امتداد آن عمود بررصفحه مو اری‌دو بر دار ۷ ۳ ۷ است. 
بب.. ‏ چب بَ 
بب جهتش‌طوری است که کنج ( ۷ و ,۷ ود , ۷) مستقیم باشد. 
انز مب چب بت ات 
ج- اندازه‌اش مساوی |( ۷ ۱۷۳۷ ۱۷ است. 
حاصل‌ضرب خارجی دو بردار را حاصل‌ضرب برداری دو پردار نیز نامیده بایکی از نمادهای 


۱۳ 


ی حا 


چب. هت 
,۷۸۷ با ,۷,۷ نمایش میدهیم ۲۱۸۷۷ 

با توجه به‌قسمت (ج) می‌تو ان گفت اندازه حاصل‌ضرب برونی دو برداد ۷ و ۳ 

عدر سماحت متو ازی‌الاضلاعی است که دوی‌این دو بردار بنامیشود. 
چبه ی باسم 

برای نمایش حاصل‌ضرب برونی دوبرداد ,۷ و ۷ از نقطه اتب ری() بردارهای ۸( و 
هتم چبه س__ سك 9 ۱ ۱ 
(() رابترر تیب مساوی دو برداد ,۷۰ و ۷ رسم می کنیم انگاه از سطه ()6 حطی عمود بر صفحه 
۸ رسم می‌نمائيم و دوی این‌حط برداد 6 را جنان اختیارمی کنیم که کنج (۳6 ۸ -0) 

سس شت... بت با چته 
يك کنج مستقیم و اندازه بردار 000 مساوی |( ۷ و ,۰۷اه |۲۷ ,۱۷ باشد 
هتم ات 
بردار 6() که بدین‌تر تیب بدست میا ید وآنرا ۷6 نمایش میدهیم حاصل ضرب بردنی 


هت چب 
دوبردار ,۷ و ,۷ می باشد (شکل ۱۴۰۰۹ 


(ش ۱۴.۱) 


وچ کیهای ضرب برونی فده برداد - ئابت می‌شود که‌حاصل ضرب‌برونی بردادهاداد ایو یژ گیهای 
زپر است : 

حاصل ضرب برونی دو بردار در حالتی که همر استایند و یا ان.دازهٌ اقلاً یکی از آنها 
ساوی صفر می‌باشد؛ ساوی صفر است. پععکس گر حاصل ضرب بردنی دو بردار مساوي‌صفر 
باشد, دو بردار یا همراسنا هستند و یا اقلا انداز؛ یکی ازآنها صفر است. ینی: 


و سح ,۷ سوه ( ۷ | ۷ ۳ ۲ ۷ 


سضراب يك عدر در حاصل ضرب بردنی رو بردار دارای حاصیت زیر است: 


(,۵)۷۸۷-( ,۷۱۸۵۲۷ -,۷(۸۱۷ه) (ه هر عددحتقی) 


حاصل ضرب بردنی دو پردار دارای حاصیت جابه‌جائی نیست» زيراکه : 
2-۷۰ ,۷۱۸۷ (جرا؟) 
_ضرب برونی بردادها بر عمل جمع پخش پذیر است. یعنی: 
۷۸۷۷( ۷+ ۷۸۲۷ 
حاصل ضرب برونی دو برداز برحسب اصویرهای آنها - در دستگاه مخصات فائم ۲2 ۰ 0 
بردادهای (, ۷۲,۰۱ ۰ ,۸) ۷ و( ۰۱۷۰ 6۶) ,۷ را در نظر می گیریم؛ دداین‌صورت 
2+ ز وت ۷ 
د ,2+ ز + ۷ 
و بنایر این : 
راب 2زا ۷۸۷ 
۳ 
7:۳ 
آز 2۲۱۸+ 7+ 76۸+ 


اما به موجب تعر یف ضرب‌برونی بردادها 


بنابر اين می تو ان نوشت : 


رز ,7+ ۷۱/۸۷22 


رابطهٌ اخعیر نشان می‌رهد که تصویرهای حاصل‌ضر ب برونی دو بر داد مفرودص بر محوزهای 
قائم مختصات عباد تتد از : 


27-۷ 1-۷ 
مج ۱ 
0 و ‏ ب جا۳ 


نتیهلا اب اندازةٌ حاصل ضرب برونی دو برداد را برحسب تصویرهای آن بردارها بسه 
صورت زیر می‌توان تعین کرد : 
چت. مت 


۲ ۷/۷۰ عم ۷ 
لا( پر) ۱ ۷) 


(4۵-۱ نمایش تحلیلی‌شکل هندسی - معادلةً منحنی (خم) 


سس هر یف در هندسه تحلیلی‌قضیه‌ها و گزاره‌های هندسی را با استفاده از اصول‌محاسبه ثابت 
مي کنیم: این دوش ا.جاب می کند که شکلهای هندسی رابا عوامل علدی مشخص کنم. چنانکه با 
۱ استفاده ازمختصات. نقطه‌ها رابا اعداد حقیفی نمایش مي‌دهيم. به‌همین منظور هرشکل هندسی را 
بار ابطه‌ای که بین‌مختصات هرنقطة آن برقر اراست مشخص می کنیم. رابطة جات هر نقطهٌ يك 
شکل عندسی معادلهٌآن شکل نامیده می‌شود. 

می‌دانیم که هرشکل هندسی مجموعه‌ای از نقاط است که بادیژ گبهای معین تعریف می‌شود» 
با استفاده از ویژ گیهای شکل هندسی می‌توان رابطه‌ای درنظر گرفت که بن‌مختصات (فائم يا قطیی) 
هر نقطه آن شکل برقرار باشد. دراینصورت شکل هندسی بايك رابطه مشخص شده است که آن‌را 
معا له آن شکل می گو تیم . 

معاد له شکل‌هندسی ممکن است به‌صووت ه سد(۲ ۱ ) ] یا ()1- ۲ رابطهٌ بین‌مختصات 
قائم هر نقطةً آن شکل را بیان کند و دراین‌صورت آنر امعالةٌ شکل دردستگاء قائم (معادله دکار تی 
شکل) می گوئيم. نیزممکن است معادلهً شکل برحسب م و 0 مختصات هرنقطةٌ آن دردستگاه فطبی 
باشد که دراین‌حالت آن‌را معادلةً شکل دردستگاه قطبی می گو یم . 

معاد لا هرشکل‌هندسی ورحقیفت شرایعلی دایان می کند که بین‌مختصات يك‌نقطه باید برقر ار 
باشد تاآن نقطه برشکل مفروض وافع باشد و بعکس. یمنی‌معادلةً هرشکل هندسی ز) شرایط لازم 
و کافی دا برای آن که نقطةٌ (بز « ) ]۷ بسر شکل ) داقم باشد برحسب مختصات آن نقطه 
بیان مي کند ۰ 


۴ 


در بسیاری موارد مختصات نقطه‌را برحسب يكستفیر ) و به‌صورت : 
كِِ 
 ۱(‏ 

مشخص می کنیم . روشن است که در اینصورت به‌ازای هرمقدار 4 يك‌جفت اعداد دوب ازدو تساوی 
احیر به‌دست می‌آید که تواماً نقطه‌ای ازصفحهٌ مختصات را مشخص می کنند. دوتساوی مد کور 
معمولا به‌صورتی هستند که مجموعة نقاط متناظر بامقادیر مختلف ) ؛ شکل مفروض را مشخص 
می کند. دراین‌حالت دومعادلةٌ مز بور را معادله‌های پادامتری شکل مفروض می گو تیم 

درمعا دله‌های پارامتری يكشکل, گاهی پارامتر ع همه اعداد حقیقی را می‌تواند داشته‌باشد 
و گاهی فقط در فاصلاٌ مین ازاعداد حقیقی تغییرمی کند. اما ددهرصورت مجموعةً مقادیر 6 به‌تر ئیی 
اس که تمام تقاط شکل مر بوط دامشخص می کند. 

درحالت کلی ت-اویهای (4)ع < > و (۱)۸< ۷ب را درصود تی معادله‌های پار امتری منحنی 
) به‌معادلة ه -<( + د) ] می گوئيم که به‌ازای هسرمقدار دلخواه ازف اصلهة تفییرات ) تساوی 
۰ - [(4) ۰ (844] ۶ بر قر ار باشد ومتناظر باهر جفت اعذاد و و و که درمعادلةٌ ه ع ( بود<) ] 
صدق میکنند. عددی مانند ) وجود داشته باشد که به‌ازای آن عبادات (ع)ي و (6)ظ بهتر تیب با 
ر و متساوی باشند. 

از آنچه گفته شد ععلوم می‌شود که اگر دو تساوی : 

(0 > د (0)ظ- ‏ 

معاد له‌های بار امتری يك شکل باشنده برای تعیین معادلهٌ شکل دردستگاه قاشم کافی است پارامتر 6 
رايین دوتساوی اخیر حذف کنیم تارابطةٌ بين »ز و و به‌صورت ستقل از 4 که همان معادلةٌ شکل 
دررست‌گاه قائم است. مشخص گردد . 

در حالت کلی حذت ) بین‌معاد لهای پارامتری دشوار و حتی خر عملی است. 


۱ -- ۲۸ ع< | 
2۴۲-۱ 9 
منحنی دررستگاه فا نم را بیا بید . 
21 8 
حل - اه ۳ ۱2۲۱۵ ۴۱۲۱۰۳ 
اه ۷۲ 7 اي - ۴ات 
| ۲۶ توت ۱ ر ۱ ۲۲ 
۲۲0-۱ ح ع( 
مثال ۲ - ممارله‌های پار امتری يك منحنی بصورت (_  _‏ |است معادله اين منحنی 
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۱۷ 


۱ و | 
۳۲ 


۱(۲آ-- ز) 
۴ 


ااحت ۲ ۲ ۸ << 
4 و جسحه وا 1 030 


۱ - معاد !۷ صفحه _ در رستگاه مختصات سه بعدی 7() صفحة ۲ را در نظر می گیر یم 

(شکل ۱) وضم صفحه رانست به این دستگاه با مختصات بك نفطهُ , ۱۷۲ از آن صفحه و 

امتداد (6 ۰ ط ۰ 8( ۷ که بر آن صفحه عمود است مشخص مي کنیم. زیر | ار هر نله مفر و ض يلك 
بت 

صفحه و فقط يك صفحه عمود بر امتداد معين ۷ مرور می کند. پس ا کر نقطهٌ (2 ۱ ۲ ۶۰) ]1۷ 


نقطهٌ غیر مشخصی از ه«ضای 7.()فرض شود. 2 
شرط لازم وکافی برای‌آنکه ۸6۲ باشد آنستکه 


۳۳ 
۷ ۷ 1 ۰ 

این رابطه را معادلة برداری صفحة ۳ 
می گو یم . 

معادله برداری صفحه را به صورت زیر 
برحسب پارامترهای مشخص کنندة صفحه  ,(‏ 
و مر مختصات نقطهٌ ]۷ از صفحه و و و ظ 
ره مختصات ۷ است ) ویختصات يك نفطةً غیر 
مشخص آن (2 ۱ 7 ۱ د) می‌توان تبدیل کرد. 
۰( 2 -6)2 تا( وس )نا ماع مس )و چیه 10,0 ۷ 
و از اين معادله نتبجه می‌شود : 

2 توا ات 9 2 + و + ۵ 


اما ,۷۲ و ۷ مشخص هستند و بنا یر این‌عباادت 02 ون ۵ همان, 03 ۷است 
که مقدار شابت داند و مي‌توان آنرا با نماد نمایش داد. پس معادلهٌ صفحه رابه‌صورت 
کلی زیر علاصه می کنیم : 
» 0سا رون 7و -- 2 
یعنی + در دستگاه مختصات قائم سه‌بعدی ‏ معادلهٌ هر صفحه. يلكمعاد لد درحه اول استو بعکس 


هر معادلةٌ درچةٌ اول يك صفحه را مشخص می کند. 
چت 
روشن است که اگر برحی از تصویرهای ۷ صفر باشند صفحةٌ ظ باصفحه‌ها یا باممورهای 
مختصات موازی خواهد بود و معادله آن به‌صورتهای ساده‌تر نبدیل می‌شود. مثلا | گسر ه ص 6 


نی 02 ار ۰۷(یا ومع || ۷ )باشدصفحه ۳ موازی با 2ن (باصود برصفحه ومید) استو 
به معادله » ع- 1-0 ۷ 2 اصست. 


اگر ۵ د ح هردو مساوی صفر باشند تور با 02 ۱ ۷)وصفحه ظ موازی با 


صفحةّ 7 (با عمود بر 02) است دمعادلةٌ آن‌به صورت ه 43ج با ِ ۳ 


مه ۹ 
این معادله: محموعهٌ نقاط به اد تفا تابتج-- را مشعص می کند که صفحه‌ای است موازی 
باصفحة 7و . 
هت چت 

هر گاه ه عم تور نع سد - یی هب ,]00 . ٩‏ باشد معادلةٌ صفحة ۲ به 

صودت ساده‌تر زیر خو اهدبود : 
» عد وم 4 7 + 8 
این معادله نشان می‌دهد که صفحةٌ 0 در این حالت از مبداً مختصات می گذرد. از معادله 
چت... ‏ هت بت 
برداریه ع- , ]۷[(). ۷ نیز همین نتیجه به دست می‌آید زیرا با فرض ه + ۷ در صورتی‌تاوی 
مب هت هت چسه 

فوق برقرار خواهد بودکه ۷ [ ,]00[1 یا هد ,]۷[() باشد» هريك ازاین دوشرم قطدرصورتی 
برقر ار اس تکه ۲ع() باشد . 

مثال ۱ - معادله صفحه‌ای که بربحور و() عمود و به فاصله ۴+ از آن محور باشد 
۴ عد ز است . 

مثال ۲ - معاد له صفحه‌مو ازی محور () که محورهای و() و بو() رادر نقاطی به‌فاصله‌های 


۲ ۳ , 2 ِ 
4-۲ و 4-۴ از بدا مختصات قطع می کند به‌صورت ۱ یا ۲2-۶ +۲ است 


(شکل ۱۶۰۱). 
مثال ۳ - معادله صفحه‌ای که براقطه (۱ ۱۰ ۱۰۱) ]1 می گنرد و بر (۰۱ ۶۱ ۱) ۷ 


عمود است به صورت ۳ -- 2+ ۲۲+ است. 


۱ صفحاهای متوازی - شرط لازم وکافی برای آن که دوصفحه ۳ و "۳ متو ازی باشند 


1۹ 


آن است که بردارهای عمود بر آنها متوازی باشند. اگر صفحه‌های ۳ و "۲ به ترتیب به 
نحادلههای : 
۰ 2+۲0 9-4 
۲ ار خن 
باشنده (6  «‏ : ۵ آعمود پرصفحه ۳ و (ع « و « تو) ۲ عمودبر صفحه ۳ است؛ بنا بر این 
شرط لازم و کافی برای توازی روصفحه ۳ و ۳[ آن است که: 
دم و [ع<و و "82-1 
اگر بعلاوة "10 8 باشد» دو صفحه ۲ و ۳٩‏ دارای‌يك معادله‌اند و بنا براین بریکدیگر 
مثال ٩‏ - رو خانتخه ۱ 


2-۱ ور : ۳ 


و ۲۲4۲۵۱ ۲۲ :۳۳ 
متو از یند . 


مثال ۲ س رو صنحه : 


ود و - ۲۲4۲ : ظ 
۰۰۵ ۷۰۷-۲۲ ۶ ۳ 
بر یکدیگر منطبق‌اند. 
عثال ۳ - اگر بخو اهیم ممادله صفحه‌ای را که ازقطه (۱ : ۱ « ۱)ر بهعوازات صفحةً 


۲۶۲-۱۷۲2۱ : ظ 
مرود می کند بنویسیم» ملاحظه می کنیم که ا گر معارله آن‌صفحه بهصورت : 
-+ جع + و + ده 


باشد ؛ باید اولا : 
ی 0 
٩ ۱‏ ۲ 
ایا ۵4+ ده (چرا) 
از حل این رستگاه معادلد‌های سه مجهر لی ۵ و و و ع و 8 مشخص مشوند و معادله صفحه 
مطلوب به صورت : 


سر 2 خ 


۳۰ 


پلست میآید. 


۱ ۰۵ ۴س صفحه‌هاک‌عموه برهم - می‌دانيم که دوصفحه دقتی بر یکدیگر عمردند که خطهای 
عمود بر آنهابا مم‌زاویة قائمه تشکیل دهندو بعکس؛ بنابراین‌شرطلازم وکافی برایآنکه دوصفحةه 
2۰ +62 + بو + چاو :۲ 
۰ ۲۵02 راو :۳۱ 
بر یکدیگر همود باشنك آن است که پردارهای (ع « 0 « ءِ۷ و ( « "۳ ۵) "۷ برهم عمود 
باشند بعنی : 
هد ام( اوو | اوه 
مثال ۱اه روصفحه بهعمادلههای : 
هد 2-۱ 


۲2 1 
۵ تحت ۲ ح یت سوه ست 
ی 


بر یکدیگر عمودند . 
مثال ؟- برای تعبین معادلةٌ صفحه‌ای که بسردونقطه (ه ۲۰ ۱۱) هر و(۲ :1۳۷0۰۰ 
می گذرد و برصفحهةً مفروض 
۰ ۲۲2 وا یر ۳۱ 
عمود است, ملاحظه می کنیم که اگر معادله صفحهٌمطلوب به‌صورت: 


و ارو 
پاش چون این‌صفحه بر دو نقطه کر و 1 می گذرد لزوماً 


»2 4-0 و 9-۲ 
۰ -۲64۷ 
و چون صفحه مطلوب بر صفحهة ۳ عمود است : 
ه ۲-۳6 8-4 
٩ ۳ ۱ «‏ 
ژ از این دستگاه سه معاد له ات دا -ط و 8-1 بدست می‌آید ؛ 


پس معاد له صفحهة مطلو بت ب‌صورت : 
2 ۲ 2-۲ ان - ۸ 
مشخصی می‌شود . 


۲۱ 


1 فاصلاة نقطه از صفحه - مفحهً ۳ به معارلهٌ : 
هن 1 7 ۵-4 

و نقطة ( 2 ۲,۰« عد) ]1۷ را در نظر میگیریم (شکل 

۶۰۱ اگر نقطة (,2 ۰ ,9 « ,عد), 1۷8 تصویر قاتم‌نقطة 

1۷ صفحةٌ ۳ و نقطةً () مبداً مختصات باشد: 


6- 6-031 11 ۷ 
اگر طر فین این تسادی را در بردار 
۱ 9 ۷ ی خواهیم داشت: (ش ۲۱۶۰۱ 


چب 


۷۰۸6 ۷۰03 ۷ 0/۲ 


و با توجه به‌آنکه ۳ ۷ در ثشجه ۰ 1۷ / ۷ و ازطرفی دادیم: 
ده ۷-۷ 
می تو آن بوشت : 
زرم روط هت م توط - ,عه| نی رده اس ۷۱,۷۲ 
اما 6۳ ۱۷ و بنابراین 8 02 + توا ره و در تیجه: 
۱ وه وط + ,1۲ و ۷ 
۴ ری 
تیصر ۵ _ فاصلهةً مبداً مختصات از صفحةٌ ۲ به معادلهة: 
ه > 0 و0 4 ۵-۲ 


۱ _. 
۲-۲ ۵۲41 ۷ 
معال ۱ - فاصلاً نقطة (۱ ۰ ۱۰۱) ۸ از صفحةٌ ۳ به معادلة : 
هب ۱ 2 لا ۲6-۳۷ 
پر آبر است با 0 
ا ۱ سابع سا 
۴ .۳4۹۲۱ ۷ ۳ 


۳۲ 


4 راستای خط - در دستگاه مختصات شاثم راسای خحط با ضرب زاویه آن مخص 


می‌شود وان عبارت از تا لژ اس‌راوبه مثبتی است که حوط باجهت مثبت محور حفتها تشعیل می‌دهد . 


در حا لت کلی ز استای هر حط با تصو بر های 
پردار نا صفری وان بر آن مذخصی می‌شو د.| گر 
(و : ) ۷ برعط مفروض 10 واقع باشده 
‌ راه با« عترهای‌هادی خحط می گرئم. (داضح 
است که هر برواد برابربا ۷ نیز می‌تواند پارا- 
متر های هادی را مشخص کند). 


در حالت خاص ۱ گر اندازذیر دار ۷ مساوی ۱ بساشد. پارامترهای هادی حط در حقیقت 
کسینوسهای زاویه‌هایی خواهند برد که آن خط با محورهای مختصات تشکیل می‌دهد, و آنها را 
کمینوسیهای هادی نعط می گو ثم . روشن است که ا گر ۵ و 8 کسینوسهای هادی يك حط باشند » 
و 8 نیز کسینوسهای هاری آن نعط هستند ۶ دادیم ۱-< "8+" 

اگر و د 0 پارامترهای هادی يك حط باشند؛ آ نگاه بردار دیر يك بردار یگانی است: 


مت 


۳ 


٩ 2 ۱ ۳9 
/ ۹ ۱۵+ 


هت هت 
اين بردار یگانی بسا بردار ژ + ز چموازی‌است و بنابرايین برحط معروض‌فر ار داور. 
پس عددهای زیر کسینوسهای هاری آن عط هستند : 


لحم و سط یم 
۴ / +۷ 


و 


همانطور که دد بالا اشاره کر دیم مددهای سر در سك نیز کسینوسهای 


۷+9 ۷۵۵ 


هاوی عط هستند . 
پار امترهای هادی‌و کسینوسهای هادی برای حط در فضا نیز بهمین دوش تعر یف‌می شو ندا گر 


پرداد (۳ ۱ ۰ 6) ۷ روی خملی (یاموازی آن) باشد؛ عددهای م و و ع دا پاراترهای 


نی هه مسس.. یر کسینوسهای 
۳+4۲ ۷ ۰ م7 7 ۵۲1 ۷ 


هادی حط حواهند بود. در اینجاهم ا گسر بم و 8 و ب« کسینوسهای هادی يك معط باشنك» عدرهای 
بو - و8 و۷ یز کسینوسهای هادی همان حط هستد. 
کسینو سهای هادی هر حط تصو یرهای برداد یکانی منطبق بر آن حط برسه محور مختصاتو 


در حقیقت کسینوسهای زادیه‌هایی هتند که خط مزبود با محورهای رن و تون و 02 دستگاه 


مختصات تشکیل می‌دهد وهمو اده بینآنها رابطهٌ ۱ ۰,۲ ۵۲-1-0۲ برقر اد است. 


معاد له‌های خحط در فصا 


تعریف « خحط ازتقاطع دوصفحه پدید می‌آید . 
اگر معادله دوصفحه متقاطع 0 و ۳ چنین باشد, 
۰ 2 +02 + بو رود ظ 
ه 0 +۲۵2 او او کص اظ 


موی محمر عه نقطه‌ها یی است که مختصات آنها درمعاد له هر درو صفحه صدق می کند 
م2 02۷ 9٩‏ | و۳ 
هد ۵20+ لاو اه آره ۳ 


مي‌دانيم که هر حط بادونقطه یا با يك نقطه و داستایش مشخص می‌شود. 
اگرنقطةلء « ,بو« ,ع) ]3 ازيك حط (1 دج » و ۲ پارامترهای هادی‌آن خط معلوم 
باشند بر ای تین معادلههای حط. لفط غیر مشخصی مانند (2 ؛ ۲ + ) ]1۷ بر آن عط در نظر 
۳ ۳ ِ اس 
می‌گيريم (شکل ۱۸.۱) . دوشن است که (ع  «‏ «ج) ۷ با حط مفروض و در نتیجه با پاره 
حط ]11,۷ موازی است؛ بنابراین با توجه بعشکل(۱۸۰۱) : 


۳۴ 


هت بت 
۷ ۷ ]۷ 
که ] هددی است حفقیقی و به بستگی دارد 


در یقت نب سب که بر ای‌وتی 


۷ 


چب چب 
است که]۷ ,]۷ و ۷ هم جهت باشندو - بر اي وقتی است که‌این دو بردار هم جهت نبا شند). بر عکس 
| گروضم‌نقطه/1 نسبت به, 91[چنان باشد که /۷ ) -- ]۷,۷ باغدو اضحاست که | زروی‌عط(] با یدقر ار 


مه 
داشته باشد بس معاد له حطی که از نقطه 1۷1 می گُذرد و با ۷ مواری می با شد به‌صو رت زير است؛: 


چت هس 
(0 >> ۵ - ) ۷ ۷۱۷-۶ 
این معاد له را معاد له بر د اری‌نعط می‌نامیم و ار تصویر کردن آن ر وی وه هت له هاش 
زیر مي زر سیم : ۰ 
۷ << 0 ,۱-۷ 
۷۸ یا ,۷-۲ 
۸ << 7 ۳ 72 - 2 


معادلات بالا را معادلات بارامتر ی نحمط مي‌نامند. اگر 0 و ٩‏ 2 ۲ هیچ کدامصفر نباشند آنگاه 
نمادله حط به صورت زیر نوشته می‌شود: 


این دومعاد له را معاد له کنو نيك تحط می نامند 


26 << 2 
7 2 ولا ۷ 
سست. 
۲ | 


جالتهای دیگری که 0 يا و با ۲ صفر می‌شوند بمهده‌دانش آموزان می گذاریم . 


۳۵ 


مثال ۱ - برای تعیین معادلٌ ععطی که‌پروو نفطةٌ (ه ۲۰ ۱ ۱ ,۷۲ و (۰۰۱ ۲۰) ۷ 


پب به ۳ ۱ ی 
می گذرد, از تاوی ,۰1,1 -< ,۱۷۲۷۲ استفا ده می کنیم. معاد له‌های نعط بع‌صورت : 
۲-۲ ۶-۱ 


1 سس و سسسس. قد 


۱ تست 3( 


۸2 ابا ۶ می با شند. 
۶ 


بدست می آپند کسینوسهای هادی این نعط به ترتیب -" و 


مثال ۳ - بر ای تعیین معادلٌ عطی که از نقطهُ (۳ ۱ ۲ ۱۰ ۷ می گذرد و بامحورهای 
ان و بن به تر تیب زاویه‌های "هو ۴۵ تشکیل می‌دهد؛ ملاحظه می کنیم که: 


۰ ۶و << 0۵ د ۰00۲۵ -- 6 و بنایراین 
۱ ۲ ۱ 
ی رت کت ۲ ۱-۲ 7۲ 
۳۷-٩‏ ار 


پس مستئله دار ای دوه جواب است و معادلمهایآ نها به صورت زبرند: 
(۳- )۲ (۲ - )۷/۲ (۱- ۲۷ 


معادله‌های پادامتری این دو خط به‌صورت زیر ند: 


۱ 
۲ 22۱-۳۰ با 
۷ 
و و دز و 
دس 
ره 2 


اگر بخواهبم نقطه‌ای بسه نحفت ۲ بر اين خط مشخص کنیم » ملاحظه می‌کنیم که لزومً 
که و از آنجا ۲ -< ٩4‏ یعنی لقطهٌ مز بسود به‌از ای عدد ۲ از پارامتر ‏ مشخص می‌شودو 
نقطه‌های (۴ ۰ ۲-۲۲ , ۲) ,و (۲ ۱۲-۲۲۰ ۸,)۲ جوابهای ستله‌اند که هريك‌بسر 
یکی از دو نعط مزبور واقع است. 
٩‏ - خطهای موازی دعمود برهم 
شرط لو ازی دد خط - دیدیم که شرط لازم و کافی بسرای آنکه دو حط متوازی باشند آنستکه 


۳۶۶ 


یار امترهای هادی (یا کسینوسهای هادی) آنها متناسب باشنك. پسا گر حط (] با امتداد ( ۵۱0۰۲ ) ۱۷ 


نحط ۳( با امتداد (0۰:۹«۲) ۷ مشخص سك و باشند : 


جه (] | (] 


در حالت خاص که در حخحط بفروض در يك صفحه از صفحات مخصات؛ نثلا در صفحةً 

0۲ دافند, شرطلازم وکافی برای تو ازی‌آنها بصودت "عو و و "6و - پ‌خلاصه می‌شرد. 

در ایحا لست ت- و با ملاحظله ۳ زاو یه‌ای حط (] است.می تو ان گفت: 
۲ ۵ 


شرط لازم و کافی برای آنکه دو حط از صفحةٌ مختصات و0 بابکدیگرموازی باشند آن 
است که ضریب (اویه‌های عتحاوی داشته باشند. 


شرط آنکه دوخط برهم عمود باشند - اگکر دو خط ([] و (] به‌تریب با (۲ ۰۱ , م) ۷ 
۲ ۱ بٍٍُِ م۷ نموده باشند. شرا ط لازم و کافی برای آنکه بر هم عمود باشن آنستکه 


ه ۷ , ۷ با توجه به حاصل‌ضرب درونی دو بردار تتیجه می‌شود : 
۰ ۲ 9و ۳۴ ۱ 


اگر دو عط 0 و (1 درصفحة ومع باشند » شرط عمود بودن آنها ب‌صورت سادة زیسر 
حلاصه می‌شود : 


|۴9 +۹۹ 2۰| 


که رابطه اتعیر همان رابطه ۱ -- ( ۰111( (11 می با شد ی 


۳۷ 


۶ ۳ ۴۳ 
بر یکدیگر عمودند (چرا؟) 
مثال ۲ - برای تعیین معادلً عطی که از نقطةٌ (ه ۰ ۱۰۱) ۸ می گذرد و برعط (1 به 
ماد لههای : 
کر 


۱ ۷ ۳ 
عمود است ۰ ملاحظه می کنیم که کسپنوسهای هادی نحط (] به‌تر تیب 0 
هستند (چرا*) ؛ و ار کسینوسهای هادی‌خط مطلوب را و 8 و ۷ فرض کنیم باتوجه‌به آنکه 


دو تعط با ید بر هم عمو د با شند می‌تو آن نوشت: 


4-۲-۱ 4-01 0۲ 
۰ - ۳۷ +0۲۵ 
این دستگاه دو معادله دارای سه مجهول اصست و بابرایسن جوابهای بی‌شمار دادد» یسی 
حطهای بی‌شمار می‌تو ان داشت که از نقطهٌ هر می گذرند و باعط (] زاويةً قائمه تشکیل‌می‌دهند 
(جرا؟) . بنایر این برای مشخصر: شدن خط مطلوب شرط دیگری یز لازم است . 
فرض می کنیم بخواهیم که خط مز بور با محورهای و ون زاویه‌های متساوی تشکیل 
دهد؛ در اینصورت 6-86 و دستگاه دو معادلهٌ دو مجهو لی زیر را خواهیم داشت: 


۲۵-۷۲۱ 
و 


ص ۳ ۳ ۷ ِ 0 
ار حل این دستگاه اش و ترش می‌اید و معاد له عط مطلو ب‌به صو رت 


ز بر می با شد : 


زر 


مسئله - بر حط (] به معادله‌های بار امتری : 


1-1-۱ بز 
۲۲ - ۷ 
۳-۳ سب 2 


۳۸ 


طه‌ای تعیین کنید کد از صفحه 9 به معاد له 
۰ 2 ۲۷ -+- ۳۲ 
به ناصلاٌ ۷/1 * باشد 
۷ 


جت | گر (ب2 ۱۲,۰ ۱ شطهٌ مطلوب و ر ۵ ناصلةآن نقطضه از صفحه مفروض 


۱ 2 ۳۴۶۱۲ و بر 
۷۳۹۴ ۰ 


د ۷/۱۳ 5 < ۸۸.۸ استه خواهیم داشت : 1-۱۰ < ,۲,۲2 ۲+ ,۳۶ ۰ از طرفی نقطة 
۸ بر و است و مختصات آن در ماد لههای خط باید صدق کنند» یعنی به‌ازای يكمقدار 
مشخص ) مختصات نفطه‌ای از حط با مختصات نقطةٌ ۸ مساویند و اگر آن مقدار از پارامتر را 
1 بنامیم داریم: 
۳۱ ع 
ود ۲۲-۲ ع ۲ 
و لزوا ‏ 7-۳-۳ 2 
۰ ۲ (۴۱- ,)۷-۳ (۱- :)۴+ (۱-)۳ 
و از اين معادله دو جواب ۲ -- -< ,ع و ه عد ,] به دست می‌آیند. بنابراين (۱۰۱۲۰۱۳) , و 
(۳-- ۱ ۲- :۱ب )۸ جوابهای مسئله می‌باشند. 


نم بن۱ 
۱- دديك دستگاه مختصات قطبی نقطه‌های 7۱ , ِ ِ 
دريك د فطبی کِِ ۲ و 0 « (2- :0)۲) و 
(7 ۰۱ ۳),] و ك ۳ دا مشخص کند . 


۲ب مجموعةً نقاطی راکه دردستگاه مختصات قطبی با م حو 6 متناظر ند مشخص کنید. (در 
حالت خحاص ه - 6 این مجمو عه شامل جه‌شکلی است!() . 


لب ۳ی تت یی وج یرس کت ماس سم روموت و تم و تم ار زو 


1- برایحل کردن تمر ینهای‌این کتاب» غور اذمواددی که دوش حل آنها تصریی شده, اژدوش 
هندسی يا تحایلی به‌اختهار خود استفاده کنید 


۳۹ 


۳ محموعه نقاطیر | که‌در دستگاه‌مختصات قطبی با 0۰-6 متناظر ندمشخص کید( حا لت حاص 
ه عد م) ۰ ۱ 
۴ مختصات دکارتی نقاطی راکه درسئلة ۱ داده شده‌اند» نسبت به‌دستگاه مختصات‌قائمی 
که محورخفتها و مبدأً آن برمحور قطی و قطبآن منطبق هستند حساب کنیذ . 

۵ مختصات قطبی نقطه‌های (۲ ,۸۳ و (1/۳- و 80-۳ و (۳ , 0-۳ از صفحهة 
مختصات فاثم رائست به‌دستگاه قطبی که >د(6"عز محور تطبی آن منظور می‌شود حساب کنید, 


و نقطه‌های 2 و ۸۳ و (م و 196۴ دريك صفحٌ مختصات قطبي مفروضند؛ زاو یه ۵ 


راجنان حساب کنید که اولا مت مر اش ۲۱۲-0۲ 4 
آیا ممکن است 6 را چنان اعتیار کنیم که 13()-- ۸() بانده چرا؟ 


۷ نقطههای (* و ۴) ۸۵ و (- ,180۳ و( , ۳) 6 و (2 ,106۷ ددیكصفحسخصات 


قطبی مفروضند . اندازه‌های پاره عطهای ۸ و 00 و ۸ و (۸1 و (81 داحساب کنید. 
۸ نقطه‌های (۱ , ۳ م ۸)۲ د (۳ , ۲ , 80 و (۲ وه و۱ د (۱,۲ ,1-۲ 
و (۴ ,ه , )۷1 را دريك دستگاه مختصات سه‌بعدی نمایش دهید . 

٩‏ - نمطه‌های (ه و 9 و ۳( ۱ ۳ ,۰ و (۳ وه و مر وضند۰ تحقیل کنیل 
که متلت 6[ ۵ متساوی الاضلاع است. 

ه- بردار 0 با محورهای 070 و وواز يك دستگاه مختصات فا ثم به تر ثیبز او به 
مای گس وم ۸۲ 0 ۹ وج تدکیل می‌دهد و ۸ -- ]۷[() است و مختصات لقطة 
۷ هرسه ملبت‌اند؛ تصاویر این بردار دا برسه محور مختصات حساب کنید. اگر 11 تصویر نقطة 
بر صفحاٌ 7و باشد. زاویه‌های 05 را با دومحور 05 و 7ج تعیین کنید. 

۱ - قطه‌های (ه ۳۰۱ ۱ ۸۲ و (۲ ۳۱ ۱ ه) 13 مفروضند ؛ تصویرهای قائم بردارهای 


۸3 « 9۸ را برمحورهای مختصات تعیین کنید وهريك‌از دوبردار را بعصورت مجمو ع‌هندسی 
مولفههای آن برسه محور نمایش دهید. مختصات وسط پاره خط 9 را حساب کنید. 
۲ - حاصل‌ضرب درونی (۳- ۳۱ ۱ 5۸ (۴ ۰ ۲ ۷/0۳ را حساب کنید. از 
محاسباً این حاصل‌ضرب چه نتیجه‌ای می گیر ید؟ اندازهٌ هر يك از دو بردار مفروض‌راحساب کنید. 
۳سنقطه‌های (۲- ۴۰۱ ۰ ۳-)]/[و(۲- ۰:۱۰ ۱) آا مفروضند؟ فاصله هريك ازآنها 
را از مبداً مختصات؛ همچنین ناصلةً رونقطه رااز یکدیگر تعبین کنید. 


۳۰ 


‌۱۷ نقاط (۳ و ۲ :9 ۲- )۷ « (ه ۲۰ - / ۲-)۷[ و (۲ ۱ ور + ۳)۱ مفروضند؛ 
علد جوز را چنان حساب کنید که دد لت ۳: الف زاویهٌ 16 قائمه باشد بب ۷[ -- ۳۷۲ 
باشد . 


مس ب ۳ مس چبب 
۵ - اگر ,۷ و دو پردار نفروض و ۷ ,۷ و ۳ ۷ ود (, ۰۷ , ۷) باشد» 


سک وت 4 
ایداز بر دار ۳۷ ۳۷۸ ۷ راحساب کنیل . 


ب‌ چبت 
- پردادهای(۳ : ۷۲ ۷ و (۳- ۰۱۲۰۱ ۱-) ۷ مفروضند ؛؟ تصاویسر 


سر یب 
:۸۷ ۷ ۷ را پر بحورهای مختصات وهمچنین اندازة ۷ را حساب کنید. 
‌ ی ۳ 
۷ دود بردار (8 ۱ ,۷,۷ و (۳ ۱۰ جر ۰ ۷,۲ مفروضند؛ ویر و و راجنان حساب 
کنید که دو بردار متو ازی باشند. 


۳۳۳۹ 
۸ ۱- اعصداد ۵ و ۲0 د و را جنان حساب کنید که بردارهای (۵ : * / ۷ 


بِ 
و (و ۳۰۱ « وط) ,۷ باهم برابر باشند. 
بت فج. ۳ ۱ 
٩‏ - وو پردار (۲۱۲۰۲) ۲ و (۶ ۲ ۲+ , ۱۰-۷۲ ۲) ب مفروضند؛اندازٌهريك ازدو پردار 
حاصل‌ضرب درونی.حاصل‌ضرب برونی و زاویةٌُ بين دوبردار را تعین کنیك. 

۰ - معادلاً صفحه‌ای را بنویسید که برنقطه (۵ : ۲ « ۸)۱ بگذرد و : ال باصفحة 
بر موازی باشد. بب بابخور عرن موازی باشد و محور بون را درنقطه‌ای به رست ۱ قطع 
کنك. مسب با دو محور رن و 02 موازی باشد. ت- بره‌جور رن عمود باشد. شب بسر بردار 

۳۳۳ 
)۱ ,۱ ۷ عمود باشد . 
۱ مادلة صفحه‌ای زا پنو یسید که بر مبداً مختصات و نقطه‌های (۲ ۰ ۰۱ ۸۱ در 
(۳ + ۱۲ 1۳۰ بکذرو . 
۷۷ نقاط (۲ - ر ۲ ۱ ۸۸۱ و( :۱ : 1()۲ مفروضند: معادل صفحة عمودمنصف 
پاره حط ۸18 را بنویسید . 
۷+ - معادله صفحه‌ای را تین کنید که بر قطلهٌ (۱ ۵ ۲ ۱-- )۸۵ یگدرد و بر رصم 
۵ 
و ۲ -<- 4-۲ ۷ -- 6 


عمود باشد . 


۳1 


بب - معاد له صفحه‌ای را تعیین کنبد که ازقطهٌ (ه ۰ ۲۱۱ )کر بگذرد ر با صفحه : 


مج ۲۱۱ ور ۱ ظ 
موازی باشد . ۱ 
د ۲ اعداد ي رو 8 راجنان حساب کید که ررصفحهُ 0 ر "۲ بهععادلات زیرمترادی با نف ۰ 


۰ 02۱ اوه کر + ۳ 
م۲ او امن ۳ ۰ 
۲ تحفیق کنید که صفحه‌های ۳ ر ۳۳ به‌ععاد لههای زير متقاطمند . 


۰ ۲۱ 5و :۳ 
و ا۲ و ۳۳۰ 


۷ - معاد له صفحه‌ای را بنویسید که بردو اقطهُ (۳ ۰۱ ۰۱ ۲) هد (۳ ۰۱ ۲ 8۱۰۱ بگذرد 
و بر صفحهٌ 0۲ عمود باشد. 
۲۸ - برصفحةً ۲۳ به معادله: 
۰ 2 ۲2-۱ ۲۱( از 
صفحه‌ای عمود کنید که بر دونقطةٌ (۱ ۰ ۰ ۱۰-) ۸ و (۰۲ ۱ ۲ بگذرد. 
۹- صفحهٌ ۳ به‌معاو له 
1-۳2-۳۱2۰ جر 
مفروض است؟ معادلهٌ صفحه‌ای را که بر دو طهُ ( ۱ ۸۰ 1۱ ر (۲ ۰ ۲ )1 می گذرد و 
برصفحهةٌ ۳ عمود است تعیین کنید. مسله چنند جواب دارد؟ چر ا؟ 
۰ - فاصلةً تقاط (ه « ه ‏ ه) ۸۱۰۱۰۱0 (۲ ۰۱۱۰۱ ۲) 18 دا ازصفع؟: 
» ۲2 + و و۲ : ط 
۱ لح ي داچنان حساب کنید که فاصلهةً نقطهُ (۱ ۱ ۱ ۱۰) 6 از مضه : 
۲-۲-۱ ۵ : ۲ 
برایر ۲ باشد. 
۲ - علد ی را چنان ساب کنید که دوصفحهً ۳ و 1۳ به‌ممادله‌های داده شم زیر متو ازی 
باشند ودر آن حالت فاصلاً درصفحه را تعین کنید. 


» صد ۵ ۶2-۱ ۳۵-۷۲۳۲ : ۳۲ 
2۰ ۴ :02 -- ۲ بر ۲ + ۳ 


۳ 


سا معاد لا صفحه‌ای دا تین کنید که باصفحةٌ : 
هس ۴ از ۷ و ۲ : ۳ 
موازی وازآن صفحه به فاصلهٌ ۲ باشد . 
۱ 7 
۴ خط (] با بحورهای رن و ون هت تیب ز اویههای- 4 تثکیل داده است . 
کسینوسهای هاری آن را حساب کنید. 


7 
۵ آیا خطی دجود دارد که با محورهای 02 و 0 به‌ترتیب زاویه‌های ب و تشکیل 


دهد ؟ چرا؟ 


۶ - امتداد عط (] با بارامترهای هادی ۲۷۴ :۱ ۰ ۳ مشخص است؛ کسینوسهای 
هادی خحط را تعیین کنید وزاویه‌ای را که یامحور ون تشکیل می‌دهد حساب کنید. 
۷ - معاد له حطلی را پنو بسید که از نقطهُ ‏ ۵ و۱ و ۱) ۸ بگذردو با محورهای »ون و 


۱ > ۱ 
به تر تیب رااب‌هایم ۰6 تشکیل دهد. 


۳۸ ممادلهٌ حطی را بنویسید که پر مبداً مختصات و بر نقطهٌ (۷/۳ : ۳ بگذره؛ 
معادله‌های پار امتری این خحط ر امشخص کنبد. 
۳٩‏ برعط (] به معادله‌های : 
نقطه‌ای نعیین کنبد که از میدأً مختصات به‌فاصله ۳/۱۴ باشد. 


و ۲ - تحط (] با معاد له‌های با امتری آن به‌صو را ت: 


 - 1 
۷ -- ۷-۴ 
2 << )4+ ن‎ 


مشخص است؟ براین‌عط نقطةٌ 1۷8 را چنان تعین کنید که نیم عط ]۷[ با محور 0 زاوية 
۳ 
تلد 8 ز* تشکیل دهد. مسطظه چند جواب دارو؟ جر ۲ 


۴۱ - معادله‌های حلی را که از نقطهُ (۳ ۰ ۲ ۰  )۱‏ به موازات خط (] به معادل‌های: 


0 
ی ۲ 


رسم مي‌شود بنو یسید. 


۳۳ 


۷+ - معادلههای نعلی را بنوپسید که از مبداً مختصات بگذرد و با خط ۵ به معادله‌های: 
۵9-۳ -- ۲ 
۲-۵ -< بو 
8 ۲ ۳<- ,2 
موازی باشد. 
۶۳ _ اعداد و و ط راجنان ساب کنید که دوعط (] و (1 به‌سعاد لههای : 
3-۵ ۶-۱ :0 


! -- 5و ۲ 1 :)1 


مسر 


۱ ۲-۲ و 8+۲ 
با یکدیگر موازی باشند. پس از نعیین و و هريك از دوعط (] و (] را بامعاد له‌های پار امتری 


۲ - عدد ور راچنان حساب کنید که روعط : 


۱ - ,2 
5 س__ ت ۷ ۲ 16 
برمم عمود باشند. ۲یا در این‌صورت دوعط مز بور متقاطع خو اهند بوو ؟ 
۵ ۴ - معاد لا حطی را که از نقطهُ (۷ « ه « 1۷])۱ می گذرد وعط (] بهسعادلههای : 
۳-۳ 
ی ۵ ۳ 
۳ بعزاويةٌ قائمه قطم می کند» تعیین کنید . 
نا معاو له صفحه‌ای دا پنویسید که نقطه (۱ ۱۱۰۱ ۷])۱ و حط (] بعمعادلههای : 


وک 


سح 


۵ ۳ ۲ 
را شامل باشد . 
روي ‏ تحقیق کنید که روعط : 
2-۱ تس و و 
۲ ۵ ۳ 
۱ ۲ سب ۳۹ 
و ۳ 


۳ ۳ ۲ 
متفاطعند و معاد له صفححة شامل آنها را تعیین کنبد . 


۳۴ 


۴۸ - معادلةً فصل‌مشتر له دوصفحهٌ ۳ و 1۳ به‌معارلههای : 
۱ 24( و4 و 
/ ه جح ۵ 4 ۳۱۸۷۴2 + ۲ 
ز ۱ تین کنید . 
٩‏ - فصل مشتره دو صفحهٌ 1 و ۳ به معادلههای داده شده زیر را تعیین کنید. بر صفححةً 
۲ نقطه‌ای به خفت ۲ مشخص کنید که از صفحٌ ا۳ به فاصلةٌ ۵ باشد. 


2۱ 2 ۲ - ۷۲ : ۳ 
۳۳ و ۷۲-۷ -- ز : ۳ 


۳۵ 


فصل دوم 


دابر ه 


(۱-۲ معادلةً دا بره و کره 


(۱.۱.۳)- معاد۷ دابره دردستگاه مختصات قائم 
دايرُ (0] ۰ ,0)) دا در صفحةً مختصات فائم 207 درنظر می گیریم» (شکل ۲ ۰ ۱). 
چنانکه می‌دانید شرط لازم و کافی بیرای آنکه نله ,]۷ از ایسن صفحه بسر دایره واقع بساشد 
آن‌است که : 
0۰-8 
ابا ا گر مختصات مر کز دایره ه و «[ باشند و مختصات طةٌ فبرمشخص ,۷ از دایره دا 
نسبت به‌اين دستگاه مختصات > و ۲ فرض کنیم : 


9 ۷ )>- (۲۰۲) - (۲ 


بنا براین شرط لازم وکافی برای‌آنکه نقطةٌ ,11 ازصفحه بردایرة 2) وافع باشد آن‌است که 
بين مختصات آن‌نقطه و عوامل مشخصی کنندة دایره دابطهٌ زیر برقر ار باشد : 


)- ۵(۲ 4+) - (۲-۲ 


درایین رابطه ه « و « ۲[ عوامل مشخص 2 
کنندءه دایرة مقر و ند که به‌صورت پار امترهایی 


( لا ر ۱/۷ 


داده‌می‌شو ند. > و ۲۷ مختصات‌هر قطهٌ غر مشخص 
از دایره‌اند و بنابراين متغیر هایی هستند که درهر ۷ 
معاد له ورجود داز ند. این رابطه را معادلهً دایسره 


تمسیت بعدستگاه مختصات قائم 10۲ می گو تیم. 


روشن است که ا کر مر کز دایره بر مدا مختصات منطبی باشد» و و ط مساری صفر و معار له 
دايرةٌ به‌مر کز مبدا مختصات و به‌شما ع 0] ب‌صورت سادةٌ دیر خحو اهل بود : 


۳۶ 


۱ << ۲۲۲۲ > ۱ 
أ 


۰ 6( و تاو و یز ۱ 


دیده مي‌شود که معاد له 


دا مي‌توان ب‌صورت 


تا در - (3+)+ (#بء) 


نوشت. با براینا گر ۰ - ۲۲۲و باشد, معادلبالا دایره‌ای بهمر کز ب و 11 
۳ ۲ ۲ 


و بشعاع ۵۲4۲-۲6 17 را مشخص مي کند . 
ازاینجا می‌توان نتیجه گرفت که شرط لازم وکافی بر ایآنکه رابطة 
اتود و و زک ۹۳ 
معاد له يكدایره باشد آن است که داشته باشیم 2۰ -- ۵۲4-۲ 
۴۳ معاد 9 کره - مي‌و آن دید که در دستگاه مختصات مه بعدی معادله کره‌ای به مر کز 
)0 + ۰ )و به‌شعا ع 4 به‌صورت زیر است : 
سس سس 
۱ ۲( -2) ۲+ ۲(و- )+۲( -ع) ۱ 
1 درحا ی که مر کز کره برمبداً مختصات منطبق باشد: معاد له کره به‌صورت سادهٌ زیر تبدیل 
مي‌شود : 


| ارجا ۱ 
ماال اح معادلةً دايرة به‌مر کز مبدا مختصات و به‌شما ع ۳ عد 4] به‌صورت زیر است : 
ی ۳ : ۱ 
ملال ۲ معاد لدایره‌ای که مر کز آن نسبت به‌رستگاه مختصات فائم ومع له (۳ 0,۳۱ 
و شما ع آن ۵ < ] است؛ به‌صورت : 
۵< ۴(۲ - ۲) :+۳(۲->ر) 
است که آن را به صورت : 
۱ مد مرش دا 3۳ 
می‌تو ان تبدیل کرد . ۱ 


۳۷ 


مثال ۳- منحنی ) بهمعادلة 
۲ - و۷ :۲ اج 
يك‌دایره است؛ زیر ا معادلهً آن را می‌توان به‌صورت 
ود ٩۳‏ 
یا : ۲ ۱(۲- 7) ۱(۲(-) 
تبدیل کرد و این معادله نشان می‌دهد که منحنی ز) دایره‌ای به مرکز (۱ : ۱-)() و بشما ع 


۷۲ است . 


۲ ۱۰ . ۳ - معادله‌های پارامتری ذایسره - 

دایره 2) به مر کز ( « و) 0 و به شعاع ۱ 

را در نظر مي گیر یم . (شکل ۲۰۲)ععاد لهٌایندایره 

در دستگاه مختصات تائم به‌صورت 

۲ آ( - بز) -۵(۲ ->) 

است . ار (۷«) ۸1 نفطهٌ غیر مشخصی از 
شت 

دایره فرض شود و زاویه‌ای را که شعا ع1 ,() 

دایره بامحور ()وتشکیل می‌دهد با ] نمایش 

دهیم روشن است که در هر موقمیت دلخواه از ۳۳۹ 


نقطة ]۷ خواهیم داشت : 
۷ ,03-600 


اگر این تساوی بردادری ر۱ بردو محور مختصات تصو بر کنیم. حو اهیم داشت: 


زوم ۷ ,0 1- سک بر 
۲( را بو 
۱ 9-۳ << ]1 
1۲ س- 1 


ع 
این دو دابطه که به‌ازای هرمقدار ) يك نقطه از دایسره دا مشخص می کنند. معادله‌های 
پادامتری دایره بررحسب پارامتر 4 می‌باشند. روشن است که با تغیبر ) بین ه و ۲ نقطةٌ 1۷ بر 
دايرءٌ ) جایهجا می‌شود و يك دور کامل دایره دا سیر مي کند. پس در این معاولات‌پار امتری دامنة 
تضیر + فاصلهٌ (۲۶ و ه] است . 


۳۸ 


اج ِ 2 ِ ِثِِ 
کر و و و هر دو صفر باشند. معادله‌های پارامتری دایره به‌صورت ساده زیرخو اهند بود: 


۱ )وم ۱ -- ۲ 
۱ ۷ ۷ ۱ 
(۲>۲ :> ۰) 


مثال ۱ - معادله‌های پادامتری دایره‌ای بمعادله ۴ -<- ۲+ ۲و رابنو یسيف (پار امتر را ژازیا: 
شما ع غیر مشخص ازدایره پامحود 0 اختباد کنید) . 

حل - دایره فوثادایره‌ایست بمر کزمبداً محتصات و بشما ع ۲ بنا بر این معادله‌های پارامتری 
آن چنین است : 


۸ ۲۲ زر ۲ <- « 


۱۸ << ۲ <<« ۷ 
مثال ۲ - معادله پادامتری دایره‌ای بمعادله » -< 4۱ ۲4-۴5 -۲+آ یو را بنویسید 
(پارامتر مانند مثال ۱) 
حل- معادله » ۴۷/4۱ ۱۲-۲۱۲ )زرا بصورت 10۲ 2 ۲( - )4 ا(و- بو) 
درم وریم تا و و دا و 0] محاسبه شود. حواهیم داشت : 
۴سا( )۳( ۱ عد) 
"-- 8 ۱ + 


حب ۷ مب 


() چ 


۳-۷ 8 << و 


معادلهای پار امتری 
۲+ ود بو 


1 << -۲-۱ 4-۲ ۲ 
۷ < -- ۲-۲ 


۲-۲ . قوت نقطه نست به‌دابره 


۲ ۲ - تعبین قوت نقطه نسبت به‌دایره 
نقطهٌ ]۷ را درصفحه دايرة (10 ۰۱ 00)ز) و به‌فاصلاة ق از مر کز دایره ددنظر می گیریم 


(شکل ۲-۲) 
نطوریکه مید انیم اس 


۳۹ 


یعنی: قوت هرنقطه نسبت به‌دایر؟ عفروضی برا براست 
بافزدنی وت فاصلذن نقطه تاهرکز دافره برهربع 
شما عغ دایره . 8 ۵ ۸4 
و نیز میدانیم که ار نقطه‌ای در برون یا 
دردرون دایره باشد؛ قوت آن‌نقطه نسبت به‌دایره 
عدد مثبت يا منفی است؛ ذیرا در اين دو حالت 
8 يا > است. واگرنقطه‌ای بردایره (ش ۳۰۳) 
واقع باشد» از مر کز دایره به‌فاصله‌ای مساوی شماع دایره واقع است و در نتبجه فوت آن نسبت 
به‌دایره مساوی صفر است . 
هر گاه ازنقطه ]۲ واقع برفحة دایسرة ]٩(‏ ۰ 00)ز) و دربرون آن دایره عطی رسم کنبم 
که در نقَطهٌ ]" بر دایره مماس باشد(شکل ۲۰۲) 
در مثلث قائم از اوية (1۷/۲0 دار بم: 
۲-۱-۲ - ۸0۲ - ۸۷۲۳ 


بنا براین : - . 


یی : قوت هرنفطة دقع در برون پث‌دابره نصت بهآن دایره پرانر است با مره انداذ؟ عماسی که 
از ان نقطه بردا یره (سم شود. 

هر گاه نقطة ۷[ از صفحهٌ دایره در دردن دایرة (18 ۰()) 2) داقع باشد ( شکل ۰۲ ۵ ) 
چنانکه می‌دانيم» قوت آن نسبت یه‌وایره عددی منفی است. حال اگر وتر ۸3 از دایسره دا دد 
نقطة ]۷ برخط (۷4] عمود رسم کنيم از مثلث قائمالز اوية ۷]6(۸ نتیجه می‌شود: 

۲۲-۲ -- ۲-03۷۲ ۸()-- ۸۱۲ ۷۲| ۱ 
و با براين : 
(0-۳)- ۷۸۲ 
یا 0۳-۲۳ -- ۷۲۸۲ - 


و از این نساوی نتیجه می گیریم که‌قدرمطلن‌قوت 


(ش ۵.۳) 


ً 
نقطهٌ ]۷[ نسبت به‌دایر 6 ساوی؟ 1۸ است. از طرفی و تاهتر ین وتری از دایره است که‌بر 
نقطهٌ ]۷[ مرور می کند(چر! ؟) و ۷1۸[ نصف وتر مز بور است. بنابر این می‌توان گفت : 

قدر مطلق قفرت هر نقطه دردرون‌دایره نسبت به‌د ابره برابم است با مر بع نصف کو تاهتر ین 
وتر دایره که بر آن نقطه مرور می کند. 
۴۰ 


۳ - تعبیر تحلیلی قوت نقطه نست به‌دایره 
اگر در صفحاٌ مختصات و۲00 نقطةً مفروض (, « ,«) ۷6 و دايرة ز) به‌معاد له 
ه ج ۵ رو و ۲۲( ی ) 
دا در نظر بگیر یم» بهموجب آنچه ذ کر شد؛ اگر از نظر احتصار م ۲ را باعدد ‏ نمايش دهیم : 
0-1-8 


۱ ۱ ۱ 
3 اش +(ر) - 110۷ - 3 


۱ 
و ۲+۲۰ ها ۱۳ 
بنا بر این: 
۲ ۲ ۱ ۲ 5 ِ 
۲۷۸+ 8 ۲( )+ ( ۰۲ 8 
۱ ی 
یعنی : فوت هرنقطه از صفحة مختصات. نست به‌دایره‌اق از آن صفحه با معادله 
مج ۲۵ دا یرو ۲ ۲ یر 
بدین ترتیب بدست‌می آبدکه ددطرف چپ معادلهة دایره به‌جاق مختصات هر نقطه]/۱]۷(دایره» مختصات 
نقطه مفروضی ( قرار دهیم. 
اگر معا له دایره به‌صو رت : 
0 6 + وراد ( ۷- »ا کاس ( ۷ ّ )( 0 
باشد» قوت افَطهٌ .7 1 ) سبت بهآن از دستور , 


))۶,۰ ۲۰( 


سس - هم 


بداست می آید. 
از دستور قوت اقطه تسبت به‌دایره. یعنی از رابطهٌ : 
0-۲-۲ 
نتیجه‌های زیر بدست می‌آید: 
۱- نقطه‌هائی که نسبت به دایره مفروض قوت مشتر لك دار ند. بر دایره‌ای و اقعند که‌با دايرة 
مفروض هم مر کز است. 


۳1 


۲ _ قوت نقطه سبت به دایرةٌ به شعاع 0] همواده بزر گتر یا مساوی --]٩۲‏ است. 


۷۲۲ محود اصلی دو دابره 


.- آفر يف - مکان هندسی نقطه‌ای را که نسبت‌به‌رو دايرة بامر کزهای متمایز و راقع در يك 
صفحه فرتهای متساوی داشته باشد محود اجلی دودایره می‌نامند. 
این قفیه وجود مکان هندسی را ابت می کند. 


قضیه - مکان هندسی نقطهاق که نست به دودایره بامرکرهای متمایرقوتهای متساویداشته باشد» حط 
مستقیمی است عمود برعط المرکرین ده دادره: 
برهان - ا گر نقطة و دو دایره (۲ ۰ 0 و ( ۰ 62100 ( شکل ۰۲ و ) مقروض 
باشند, چنانکه قوتهای نقطة 84 نسبت به ایسن دایره‌ها تاوی باشند - طبق تعر یف قوت تفع : 
خحو اهیم داشت :+ ۳ 
۸0۲-۲ --۲۲ - ۷0 
یا 10-0۲-۰۱۲۲ (۱) 
اگر ارقطة ۸4 عمود 11۱4 دا بر 
۲() فر ود آورده و بر امتداد (6() جهت 
مثبتی اختیار کنبم و نقطة ] دسط (() را 
مبداً این محور در نظر بگیریم: دد مثلث 
6۲ داریم : 


1۱4 ۰ ۲۵۵ -۷0(۲-6(۲ (چرا؟) 
و باتوجه بهرابطةً (۱) خو اهیم داشت : 


انا ۶) 1 
60 1 


و رابطة (۲) با توجه بهآنکه پاره حط (6() و تقطه [ ثابت هستند تشان می‌رهد که آ نقطةٌُ ثا بتی 
از عط (() است؛ یعنی همه نطه‌هایی که نسبت به دودابره 2) و 6 قوت مشتر له دارند درنقط 
ثابت 3[ بر 000 تصویر می‌شوند و بنابراين بر حطی واقنند که در نفط ]1 برخط (() عمود 
است . 

نیز می‌توان دید که هر گاه 1۷8 نقطه‌ای ازعط ۸۵ (عمود مذ کور) باشده با ملاحطة آنکه دد 
مسلث ۷160[ لزوماً دادیم : 
۴ 


۱۱/۱ ۰۰۱1۲۰ ۷۲۰۲ 
۱۱۲ .. ۲ 


٩10۷ .. 31 ۰. ۲‏ 
با از ۱۱/۱۰۱ 
که نسست بفرودابره به‌بك قوت است . 
ب هان یروش تحلیلی هاگ ده .)4و )در گس ماو لاه ی سم 
عم تا ما ما و ا) 
رواب رب رو ) 
و نقطةٌ ( ۱۷۱۷۰ میت به ده دایره فد های تساو واشعه باشده طق یه قبلا دیسله‌ايم . 


و هم یرت : 


و با توحد به معادله‌های دو دابره حاصلل می‌شود : 
وج عم و۱۱ وا ۱( ۰ )و 60 
یعنی مختصات نقطه‌هائی کد هر يك سین با وب ری کی .. مشتر لو دار ند زر معاد اه 
6 ام لد( با و ها ۱ 
صدق می کنند. برعکس باد گی می‌توان دید عراتددنی. که در معاداه () صدق می کند قوتش 
اسیت به‌دو دایره‌یکی است. 
اين معادله ازدرجه‌اول است ونشان می‌دهد که مکان هندسی لقطه ]۷ خحط راستی‌می باشد که 


ضار اب راوبه‌ ان بر ابو اي با - 


۳۳ 8 0 
با در نظر گر فتن( 9 2( : مب -۰) () ضر یب ز نویه خط (۷) مناوی 


۳۳ 


و از مقايسة این ضریب‌های زاویه‌ای نتبجه می گیر یم کد حط به معاد له (۳) بر (() عمود است» 
برای مطا لمه در حواص محور اصلی دو دایره محورهای مختصات‌ر ا طوزی اعتبارمی کنیم 
که مود طو لها بر خط المرکز ین دو دابره منطق و محور عرنها برمحور اصلی ده دایره و اقع 
شرد. در آين صورت معاد له محور اصلی ب‌صو رت و -- بر خو اهد بود و این موضو ع نشان‌مي‌دهد 
که وستگاه مختصات را چتان باید اشخات کرد که ععاد له محر اصلی یعنی تعاد له () ب‌صورت 
اغیر تدیل گردد. نابراین باید داشته باشیم: و هد اراس را و وجم و و و و 
ضمناً برای آنکه محور طواه! بررحط المر کز ین واقع باشد. بساید داشته باشیم: هت اطاعد و ؛ ار 
ایی روی شرایط زیر باید توأما برقرار باشند: 
6 ۰ ۰ علراعرا ۰ وتو 
در این‌حا لت اگر ماو "۵ عو آهای مر کرهای دایره‌های مفروض باشند. معادلٌ دو دایره به‌صورت 
زیر خو اهذ بوو : 
م6  ۲۵۱‏ راا ر (۲ ۰ ) 
و 6+ ۲۵ و برع (۲ ۰ )1 ) 
ی هه ۹ 9 دو دایره ساید دستگاه نو ععادله دو مجهر لی زیر را 
حل کنیم : 
» (۲ ۰ برز) 
۷۰ ۴۱( ۱ > ۱ 


از این دستگاه دو مجهولی حاصل می‌شوو که : 


۰ 6 سا و0 ۲ اک ۱ 
۵ حت- 1 ۱ 
۳ ار دست‌گاه د2 محهو ای ابر معاد له يلك محهو ی م۷ بر چست زسمت شحله مشمر لد دو 
دایر ه با ست می آ بد.. از این معا د له شحجه می گیريم که" گر ه << توا معاد لد خو ات ند ار بعنی دو 
۱ نمطه مج زر رد 7 نس ‌ 5 
دایر ه مشتر آد بل ار بل و ! کر ه ۱6۰ کاه‌رودایر ه بر هم مما ند و در صوری کده > با شد دو 
دايره در دو نقطه متفا طعند. 


۳ وضع محود اصلی بر حسب اوصاع نسی دو دایره 

از ۲ نچه در باه مجور اصلی دو دابره ذکر شد می‌توان نتیجه کرت که: 

۱) محور اصلی دو دايرة متقاطع نحطی است که بر نقاط مشتر لد آنها می کدرد. زیر ا دد این 
حالت قوت‌هر نقطهٌ تقاطع دو دايره نسیت به‌هر يكك ار دایره‌ها برابر صقر است. 

۲) محور اصلی دو دايرهٌ درون هم با برون‌هم با هیچيكك از دایره‌ها طة مشتر لد ند ارد.زیر ا 
۴۳ 


در این حالت معار له ه ۲6و جواب ندارد و بنابراین محور اصلی بهععاد له -- بو باهيچيك 
از دایره‌ها نمی تو اند نفطهُ مشترله داشته باشد. 

۳) در دو دایرة مماس برهم محور اصلی برمماس مشترله دو دایره در نقطة تماس منطبی 
است. زیرا در دو دایره مماس برهم ه دم است و در نتيجه معادلهٌ ه -- ۲+6 به‌صورت ویزه 
ه ع< ۲ تبدیل می‌شود که دارای جواب مضاعف ه -- ۷ است و نشان می‌دهد که مجور اصلی بر 
هريك از دو دایره مماس است و برعط ه -- »که عمود برعط الم رکزین است منطبقی می‌باشد. 

۴) دو داير ه هم مر کزمحور اصلی ندارند. زیرا اگر در معادسدهای دو دایره 8 و و 
-- و باشد. معادلة محور اصلی یعنی معادلة (ر) به صورت 6-- "6 تدیل می‌شود که حطی 
را تسام فتلاب. 


خواحی از محوه اصلی دد داد 
۱) قسمتی از محور اصلی دو دایره که دز برون دو دایره وافع است؛ مکان‌هندسی نمقطه‌ها یی 
است که ازهر يك از آنها می تو ان دو مماس متاوی بر دو دایره رسم کرد زیرا دراین حالت قوت 
نقطه ست به‌دایره یامر بع مماس مر سوم از آن بقله بردایره برابر است. وجون نقطهٌ مز بور نت 
به دو دایره به‌يك قوت است ۰ مماسهای مرسوم ار آن نقطه بردو دایره متاویند و به‌عکس. 
۲)محوز اصلی دو دایره که شعاعهایآنهامتساوی نباشند به مر کز دايرٌ کوچکتر نزویکتر 
است. زیرا اگر شعاعهای دو دايرة را (1 و ۳ فرض کنیم ,در شکل ۰۲ ۶ دادیم : 
1)(۳-۳] ۸۲ (۲۲6] 
۱ ۲۲-۳ --1)(۲] -- 110۲ 
و اگر << . آنگاه (10(<<[70] نی قعلةٌ 11 به نقطةٌ ا() نزدیکتر است. 
مثال ٩‏ - معادلهٌ مود اصلی دو دايرة : 
۴۲۳-۵ -۲) 6:۱۲ 
۶( ۱۲ ۳(۲--)ا) : ) 


به سورت زیر است * 


)۳ ( ۲ )ند ۴ 


ی ۱ و۴ -- ۲۲ 
عثال؟ ح معار له مجور اصلی دو دایره به معادله‌های : 
۱ج ۲ بو ۲ 6 
و ۴ (۱- )4 ۱(۲-) 
چنین است : ۱- - ۲۲۲ ۲1 


۳۵ 


(۴-۲) مر کز اصلی سه‌دایره 


۲ -م اهر اف - اگر نقطه‌ای نسبت بصه دایره که مر کزها یشان بريك خحط راست واقع تیستند 
دار ای قو تهای بر ابر باشد. آن نقطه راعر کز اصلی‌سه دایره مي‌نامند. 

#شتیانست ور اه مر از های سه دابر» بريك خط راست واقع نباشند» مر کز اصلی آنها وجود 
دارو ومحوز اصلی هر دو دابره ۱از آد. سه دایره) ازمر کز اصلی می گذرد. 

برهان ‏ مه دایره 42 و )و )6 مانند شکل (۰۲ ۷) در نظر می گیریم . فرض می کنیم 
حط ۵ محور اصلی دو دایره ) و) وحط ۸۵۱ محور اصلی ده دابره "6 و "ی می‌باشند که در 
نقتلهای مانند ] یگذبگر دایر جورو می کنند (چرا؟) - ۱ 

پنا به‌تعر نف محور اصلی چون ] هم‌روی ل وهم‌روی ۸۸ می‌باشد پس. 

[ ا 1 آ 


ی 7 و مت 1 
و ار مقایده این برابریها حواهيم داشت: 
1 [ 
0 
پسی ار ال مور انبای ده دابره ز) و 6 باشدآنگاه [ روی "۵ نبزقر ار داردوداریم: 
] ۱ / 
سم 3 2 


باشد زبرا چنسی نقطه‌ای بایدروی هرسمحط ۵ و ۵و "شفراد گیرد. 
نتیجه - مر کز اصلی‌سه داير هیکتا امست. 


بر هان بدروش حلیلی - اگر تعادله‌های سهدایره به‌تر تیب بعصودت (۲ 0۱ و :06 
و( ۰ *) )با شد: معاوله‌های به مور 
اصلی به‌تر تیب بهع‌صورت زیر ند : 
0 
0 
مس( ۰ج( وان :۸ 
و ملاحظه می‌شود که ازدستگاه دومعادلهٌ ۵ 
و ۵ مختصات نقطء مثترلد ۵و ۵ 


۲۶ 


به‌صو رت 

۰( 6۷۱ ( ۱عن) 
بدست می‌آید که همان‌معاد له حط "۵ است: یعنی ار دوعط ۵ و ۵ منقاطع باشند. خط "۵ نیز 
ازمحل تلاقی آنها می گذدد . 


یادداشت ۱- اگر مر کزهای سه‌دایره بر يك حط در است واقح باشند» محورهای اصلی با یکدیگر 
موازیند و دراین حالت خاص اگر ۵ و ۵ و "ی سه خط متمایر باشند. نقطةٌ مشر له ندار ند و 
دراین صورت بر ای سه‌دایره مر کز اصلی تعر یف نمی‌شود وا گر ۵ و ۵ به‌تر تیب محورهای‌اصلی 
جفت (2) ۱ 2)) و جفت (" ۱ :)) بوده وبرشم منطن باشند: ال نیرز بر آنها مسق خر اشد بود 
(جر اآ)؛ دراین‌حا لت‌هر نقطه‌ازمحور اصلی مثتر سددایر ه نسست به‌سه دایره به‌يكك فوت است و دد 
نتیجه مر کز اصلی دائعر یف نمی انیم . سر انجام ا کرسه دایره هم‌مر کز ,اشند (یاشعاعهای‌مختلف) 
آنگاه هیچ نقطه‌ای سبت بهبه دايره دارای قونهان برابر نیست و درنتیجه مر کز اصلی تعر یف 


نمي‌شود . 


پادداشت ۲- اکرمر کر اصلی سفد اير ه ود بر ژن ۰5 ها باضد. از آن نله می تور آن سه‌مماسن‌متساوده 
برسه دایره رسم کرد و اگر مر کر اصلی سهداير ۵ د: درون پلگرايره باشل رررد ون دودایرة دیگ 
نیزو افع است و ار آن نمظطه سهو تر مشاوی ار سه دایره ی کدزد کد هر یلك ۳9 نپا در چکتر بر و تر 
گذرنده از آن نقطه درهر دایره است . 


۳ 


و5 4 و د: ۳ 0 

۹ ۱ ۱ مر 6 ( 
را در نظر می گیریم. مرکزهای این دایره‌ها بدثر تیب زه ۰ 0)() و (ه 6۱۱۱ و (ا )6۲ 
است که بر يك امتداد قر ار ندار ید بنا بر این سد دایره مر کز امنلی دارند. معاد له‌های محرر های 


اصلی درو بفد و دایر ه‌ها حنین است : 


قظه مرش وی اه قط کهبایش کزان شوایره اس له یروت[ ات 
۲ 


۳۷ 


و می‌تو آن دید که قوت آن نسبت بهدایرة ۳:6 ع ۱ ۱و اصت. قوت این نقطه 


را سبت بهدودايرة دیگر حساب کنید. نقطه ][ در برون یادردرون دایره‌ها است؟ 


۱-۸ -۱(۳-) :6 
۱-۲(۲)+۲(۲ع) :0 
۳(۲ )۲۲( )6 

را در نظر می گیر یم ؛ معاد !دای +حورهای اصلی دو بددو رایره‌های مزپور عمار تنل از : 


۳ج ۲۰4۲۷۲ : ۵ 
مس عیت ۲۷ ۲ ۱ 
(- 2 ار ۵ 


ملاحظه می‌شود که این سه‌عط متو ازیند (چراا)؛ بنایراين سه‌دایره مر کز اصلی ندازند. علت این 
امر دا با توجه بعمعادله‌های سهدایره و بدون‌ناز به‌محاسبه توجبه کنید . 
مثال ۳ دایره‌های زیر مفروضند : 
۴ ار :6 
۲ ۲۷ و۲ زر :)6 
۲ کار 6 


محورهای اصلی دو بهدو دایر ه‌ها به معا د له‌های رز مي با شناد 0 


2 4-۷ 1 5 
تج ۷( > : ۵ 
( ۲ : 3 


ملا حظه می‌شو د که سدم‌جو ز اصلی به يكك معا لها ند بمی بر هم‌منتی هستند. بنا بر این هر نقطه 
از این خحط سست بفسه‌دایر ه به يلك قوت است. یی سهدایر ه مر کز اصلی تذدار بل 
نفطه دلخو اه ]۷ راپر حط ۱-- 1-۷ 6 در اظر گر فته وقوت آن رانسیت ده دایره مقر وضص 


حساب کنید ونشان دهد که فوت هر نقطه ازخط مزر بورنست بهسه دایره یکی است . 
نقطه ]۷ را به بختصات مب و سس ورن بگیر ید . 
مسئلاب. می نو اهیم محوز اصلی دودایرةٌ مفروض را رسم کنیم . 
حل - ا گردایره‌های مفروض متقاطم باشند خط و اصل بین‌نقاط مشنر لد آنها: (احط منطبق 


۳۸ 


بر وتر مشتر لد دو دايره) محور .اصلی آنها است. هر گاه دو دایره مماس باشند نحطي که در تفقطة 
تماس دودایره عمود بر خطالمر کزین رسم شود محور اصلی دودایره است. درحالتی که دودایره 
برون هم با ددون‌هم با شند برای رسم مجور اصلی از حواص مر کز اصای استفاده می کنیم . 

دایره‌های (۸] 0(۰) و ( ۰ (6)) را درنظر می گیریم» (شکل ۰۲ ۸ ) دایره‌ای مانند 
"6 رسم می کنیم که باهر دودایره :6 و 2) متقاطع باشد» و ثرهای مشتر له دايره "ر) با دایره‌های 
6 و ی نی ( ۸ و ۸۱۲ محورهای اصلی دایبره‌های ز) و ) را با دایره "ر) مشخص 
مي کنند. اگر این دووتر مشتركك ورنفطه‌ای مانند ۸1 متقاطع باشند این‌نقطه مر کز اصلی‌سه‌دایره 
است و بنا بر این محور اصلی دایره‌های مفروض ب) ۵ 
و ) نیز ازاين نقطه باید بگذرد؛ ازطر فی ان 
محور اصلی بر "()() عمود است؛ پس حطی که 
ازنقطهُ 84 بر "(6() عمود رسم شود محور اصلی 
دودايرة مبروض ۱) و :) می‌باشد . 

درحالتی که] ‏ و (]۸۱ متوازی باشند؛ 
نقعاه ۲() مر کز دایرة "ز دا بر امتداد (6() 
اختیار کرده‌ايم و با انتخاب نقطه‌ای حارج این 


حط می‌توان دایره‌ای رسم کرد که به تعبین جو اب مر 
منتهی شود . 


(۳۲ - ۵) دا بره‌های عمود برهم 


۳ زاو با باك خط و يك منجمیب راوية حط 
راست ۵ بايك منحنی ب در یکی از تقاط تفالم آنها 
[مثلا نثطةٌ ۵ درشکل ٩۰۲(‏ ) ] زاویه حاده یاقا ئمه‌ای 
است که حط ش با مماس مرسوم درنقطهٌ ۸ برمتحنی 1) 
تشکیل می‌دهد. 


زاویه يلك نحط ويك سحنی در يك نقطةٌ تفاطع به 


آن نقطه بستکی دارد و مثلا ممکن است يك‌خط و يك منحنی در يك نقطه یکدیگر دابه زاويةٌ ۵ 
و در نقطةٌ دیکر به زاوی0/ قسلع کنند وق/عبدیه؛ امازاوية يك خطبا دایره درهردونفطةٌ تقاطع یکی 


است زیرا عمودی که از مر کز دایره برعط قاطع فرود می آیدبر ای‌خطودایره‌محور تقارن‌است‌ودر 


۴۹ 


شجه‌نفاط تلافی حط دداره ومماسهای مرسوم بردايره در آن نفاط نت به تمود مرصوم قربنه 
بکدیگر وبنا بان زاویه‌های نحط و دایره در نقاط تقاطعشان‌بایکدیگر مساویند(شکل ۱۰۰۲). 


5:۳ حالنی تفر او یه زر یط تم 3-1 ی پر ی دد منه یام قا ۵.۵ با شد کو تیم 


خبل بر منحنی عمور است و چم خی 1 نم بر م ی دز آن بقنثه مي کر یم. 
در دایر ه هر ۳۹ 1 تن رز ۳ دای * بو ز اد و کر ثم ق.!لسهای عهاحط دابره درد 


مر کز دایره مر سل . 


گس از شا مس مر هب تیم هار )و 


و ۱ ۳ ِ 
(فصر ار ی دا مرو و عون بای وش 51 


و فیی بر مس تاو دی رن هو اد ره ِ 


۳ ۳ 5 1 3 ۰ یر ‌ ۳ هِ و ك 
ِ ۱ ۱ ۳ ها ۰ ی و ۳ 
۰ نت ۱ ی ۱ ی ۱۱۲ 9 وی و نم افرم ۱ م (۵4 ۳ ی ۳ 


1 ۳ : ۰ 
۳ 1 ا میا ری ۰ وه ثِ دج ویو / 3 
4 گر 
و 9 
هر یر 1 
1 ۶ 
۰ ای ُ 
5 ادا یه رگ ۳ کی و ۳ 
ز ار به ی مه او اه تا دا و وم زر 1 ۳ ۸۱۱ 
1 ِ بعیزه روا ی 1 ین ی : 
یی ط #ر عدیه ده 1 مه دح ٍ ی ۳ سر شز زژ ده ژه مر نی 
رت مج وی بح و ِ ۰ از هی ِ و : 0 ۳ 
ول ان همه ها شا مس هی ار اوه و مش ار که هه مر گید تا وم زو مره 
ت‌ ی ۷ 1 ت یو ۴ ۳ ۳ 9 
رات اف بط و 
ِ ۳ 
م۸ ده دش اضر را ی ی مننه ینمی دارو و »نار معکن 
۱ ۱ ۱ - 1 ی ۰ ۱ 9 ۳ ۲ 4 ۳-۰ 
مس ل ات ی و ی ی مت را خی و ور اه رت تراد یاقا نمه 
9 1۰ ِ ۳ ءِ 
ی ۰ ما نی رب 8 نق و خر یه مدا ها لهج ره وا بدز اوه 0 
ِ كّ ۰ ۳ 
۳ تاش ّّ ج ۵ ای ۱ : در اه ۰ ۱ ۰ ‌ کی ب- توا ی مرج بت 
1 ‌. 
خدتل الم ۹ ۰ اف ۳ 7 ال ی 
۹ 


۳ - زاو" دو دایره سس به موجب تعریف زاويةٌ بين دو دایره درهر نقطهٌ تقاطع آنها عبارت 
از زاویهٌ حاده یا قائمه‌ای است که بین مماسهای دو دایره دد یکی از نقطه‌های تقاطعآنها تشکیل 
می‌شود » مانند زاويةٌ ه (درشکل ۱۲۰۲). 

اگر در دو دايرة 2 و 6 که در نقطهٌ ۸ متقاطعند. خط المر کسزین (6() بسرابر با 8 و 
شعاعها به‌تر تیب 1 و ۲٩‏ باشند, 
در مثلث (۸6() می‌توان نوشت: 

( )ومع ۲۲۸۵ - ۱۲1,1۳۲ 0۲ 
ویا: . بومم1۰۲۲۹۲٩‏ ۲4-۲۱۳۲[ << ۲ 


و ازآنجا می تو ان داشت: 


0۲-0۲-1۷ 5 رش ۱۳۰۳) 
83 وووع. ‏ (۲) 


از این رابطه می‌توان نتیجه گرفت که اگر ۲-۲,]0۲] :- ۱ باشد. دو دایره برهم عمودند. 
۳9 دو دایره بسر هم مماص باشند دار یم : 41-۲ ]1 با ۳ -- 0[ عت ی و از رابطه 
۳ حاصل می شود 0و با اس نت ون و این‌تساویها شان می‌دهد که و حت یذ یا ۰2-7 
یعنی ز او ية بين دو دایرةٌ مماص مساوی صفر است وبه‌بیان دیگر مباسهای بردو دایره در نله تماعی 


برهم منطبی هستند. 


۵.۳ دایره‌های عمود ب رضم 
دو دایره را که زاويةٌ بین‌آنها در تقاط تفاطع قا مه باشد» دایره‌های عمود برهم می کر یم: 
ا گر دو دایرةٌ (۲۸ ۱ 0 و (1۱ / 0 0 (شکل ۳۳۲) که در فطهٌ ۸ متقاطعند بر هم عمود 


۵ 


باشند» زاويةٌ بین دو حط ۵و۵ که‌به‌تر تیب بردو دایره 
در ماه مماحند :| ئمه است و می تو ان توشت: 
۵ ۵۱ 
۸()-- اش چ 
۸ ( 4۸۵ 
یعنی اظ همان خط ۸() و به‌بیان دیگر» بر هر()منطبق 


است. بنا بر این می بو آن کفت: 


رش ۳ . ۱۳) 


۵۱ 


ور تحطی درد یکی از تقاط تقاطم دو دایرةٌ عمودبر هم بر یلك دایب ه مماص باشد. از 
مر کز دایرة دیگر می گذدد. 

۲ در دو دايرة خمود برهم» شعاتهای هر نقتله تقاطم برهم عمودد و بیکس: اک در دو 
دايرة متقاطم شعاعهای نقبله تقاط برهم عمود باشند, دو دایره برهم عمودنذ 

۳ در دو دايرة عمود برهم؛ هر شعاع از يك دایره که از مَطة نقا طم‌دو دایره‌می گذرد, 
بر دايرة دیگر مماس است و به‌عکس | کر شعاعی از يك دابره که از نقطهد تقاطع دودابره می گذدد 
بر دايرة دیکر مماس باشد؛ دو دایره برهم عمودند. 

۴- در دو دایرء عمود برهم مربع حط المر کزین مساوی مجمو ع مر بعهای دوشما غ‌دایر ها 
است و به‌عکس. 

۵- در دودایرة عمود برهم؛ فوت مر کز هردایره نسبت به‌دایره دیگر بامربع شعاع همان 
دایره برابر است و به‌عکس. 

ا کر دو دايرة ز) و "ز) برهم‌عمود باشنك. داریم: 

)((۲ -- ۲-۲۲ 


و بنایراین ۲-۳( -- ۲۱۲ 
ر 20/۲-۲)ب ۱۲ 
و ۲ ۳ ری 0 0 
یعنی : اس م۲ 3 ۱ عم 7 


از اینجا می‌توان نشجه کرفت که دو دایره درصورتی مي‌تو انند بریکدیگر عمور باشند که 


مر کز هريك در برون دیگری باشد (چر ا!). 


صورت تحلیلی شرط عمود نودن دود دایره - دو دايرة 
م۲6 ۲« یرو و( :) 
هت ایا و۱ ار :۲ 
را در نظر می کُیر یم . چنانکه می‌دانیم شعاعهای دو دایره از رابطه‌های : 


۲ ۲ ۸ ؟‌ً! 
سب ۱ ۳ لا کر 4۵ 
۴ ۴۳ 
تس 9 
"رتست باکت - 3 


ازطرفی شرط لازم رکانی 9 دو دایره ی مر د با شند آ نستکه داشته باشیم : 
101-۲7 -- "0 


2 


که چون مقادیر فوق را در رابطةٌ ابر قر اد دهیم» شرط لازم وکانی برای عمود بودن دو دایسره 
بر جسب عو امل مشخص کنندة دایر ه‌ها ب‌صو رت وف بدست میآ ید : 


ش ۳۲ ۲-۲ 
در ‌ گس 


او - و 98 8 
طبر ی 


و پس از ساده کردن عبارات طر فین حاصل خو اهدذشد: 
و سح ام ۲۵۰-۲ - راو و8 
تبعصره - در حالتی که معادلةٌ یکی از دو دایره به‌صورت: 
۲-1-۲-۲ 
و معادلةٌ دایرء دیگر به‌صورت زیر باشد : 
رب زد حف ۱ 
رابطةٌ فوف به‌این صورت علاصه می‌شود: ه صد "+ 6؛ وچون؟] -- -< ام است»خواهیم داشت: 
۲ ۵ . 


قصااست قحمنی ۱ محود ای دو داچره که در رون دو دابره است مکان هندمی مسرکزهای 
داپره‌هابي است که ۳ دودایر؟ هر بوز عمودند. 


پرهان - ار دو دايرة ( ۰8 00) ت) و (8 + (0) ) را دد نظر بگیریم و نقطه ]1۷ 
از خط ذ محور اصلی دو دایره در برون هردو وافع بماشد (شکل ۱۳۰۲) : چنانکه ذ کر شد 
میاسهای ]۷۲۳ و ۷۲۲۷ که از آن نقطه بر دو دايرة 2) و لز) رسم می‌شوند با یکدیگر مساویند ؛ 
پس اگر دايرة "/) دا بد مر کز ]۷ و به شعا ع ]1۷۲ رسم کنیم ۰ از نقطةٌ "1" نیز می گذرد و از 
طر فی می‌دانيم که ]٩۳‏ - "(۷86[-- ]۷[ یعنی قوت نقطة 1۷8 نسبت به دایرف ن) بامربع شعاع 
دایرة ") مساوی است؛ بنابراین دايرة ۳ بر دايرة 6 عمود است و به‌همین دلیل بر دایر 6 
نیز عمود است. یمنی لقطةٌ ]۷ مر کز دایره‌ای است که بر هر دو دايرة ز) و از) عمود است. 

بععکس» اگر داير؛ ( 0۳] « ]۷))بردو 
داپرة (10 4(۰)ی) و (1: () ر) عمودباشد 


تحو | شت : ۳ 
9 


وی ۷" ۰ 
و << 9 ۳ 
در شحه : 
ت۳۳ ۷ ۳۷ 1۳ 
اعي 2 م1 ۱ ( (ش ۱۳۰۲) 


یعنی نقطهٌ ]۷[ نسیت به دو دایرة 62 و "ز) به يك قرت است؟ بنابراین» نقطه ]1 بر عط 
۵ محور اصلی ده داير؛ 6 و ) داقع است ودرعین حال رابطةٌ ()نتان میدهد که ۲"] قوت 
تقطه ]نیت بعرورایر () و "ز) عثبتاست ودرنتیجه نقطه ([ در برون هردودابره ر6وار) رافع است. 

مسئله ٩‏ - می‌تعواهیم دایره‌ای رسم کنیم که بر صهد ابر مفر ور عمو د باشد. 

حل - به موجب قضيةٌ فبل» مر کز دایرء مطلوب مر کز اصلی سه دابر؟ معرو ض است‌وشعاع 
آن مساوی اندازه معاسی است که از مر کز اصلی بر سه داير و عفر وض دتم می‌شود: آين دایرورا 
دایر؟ اصلی سه دايرةٌ مفروص می کو نبم. 

سه دايرة مفروض «ر صورتی دايرة اصلی خواهند داشت که دارای مر کز اصلی باشند و 
م, گر اصلی آ نها در درون هك ا. سه دایرة مفر وف تباشد. 

متتله ۲ - دایرة (۱] : (0)رعط ۵ در پاگ صفیده مقر وضند: می‌ضو اهیم دایره‌ای دسم 
کنم که ط ۸ برای آن دایره و دار ۶ () محور اصلی پاشد. 

حل ‏ برای حل مسئله مه حالت زیر را می‌توان در نظر گرفت : 

حالت اوق وقتی است که خط ْ دايرة 
) را در دو شطه ۸ ر ۳۱ قطع کر ده باشد (شکل 
.)0 در ایتصو.ت فوت هريك از دوفطهٌ ۸ 
و 13 یت بعذايرة 62 صقراست دبا براین قوت 
آن دو نقطه نسبت به دايرةٌ مطلوب‌نیز بایدساری 
صفر باشد؛ پس هردایره که‌بر ماط ۸و] بگذرد 
جو اب مسثله است ومسظه جرایهای‌بی‌شمار دارد 
که مر کزهایآنها پر عمودمنصف 1 رافند. 

حالت دوم وقتی است که خن ۵ بر دايرة ز) مماس باشد (شکل ۱2۰۲). دز این‌صورت:هر 


دايرةٌ دلخخو اه که درنفطهً تماس خطودایره برحط ۵ مماس باشد؛ جواب متتله‌استوماه‌جوابهای 
بی‌شمار دارد. 

حالت موم آن است که حط ۸۵ بادایر 6۶ 
هیچ نقطه مشتر له ندارو. در این‌حا لت بر ای رسم 
دایره مطلوب ملاحظه می کنيم که مر کز آن دایره 
باید برخعط. [1() که از فطه () ب رد ۵ عمود 


زسم شود واقع باشد. از طرنی مماسهایی که از 


نمَطه از بر دایرة ز) و پر دايسرةه مللوب رسم 


وه 


دايرة "2) را به مر کز ][]وشما ع []]دسم کنیم. 
هر نقطعما نند "۲" ازدایره "6 می تو اندنقطه‌تماس 
خط "۲۳ با دایره‌ای باشد که با دابری) محود 
اصلی ۵ دا دادد؛ بناپراین , مر کز دایر مطلوب 
از يك طرف بر ]]() و ازطرفی بر عمودیه افع 


است که در لمَطهٌ "۲" بر عط 111 اعراح شوو + 


جون این عمود را رسم کنيم تا 1]() را دد له (ش ۱۷۰۱) 
۷ قطم کند؛ دایرة آز) به مر کز () و به شعاع "3 "() داپرة مطلوب خواهد برد. 

روشن است که در این‌حالت نیز مسثله جوابهای بی‌شمار دارو. زیر | نقّطهٌ "]" را به‌صورت 
اعتیاری بر دايره "62 می‌توان در نظر گرفت. 


3.۳ دسته دا یره 

دیدیم که هردو دایره (بامر کزهای متمایز) دادای محور اصلی هتند. درمورد صهدایره که 
مر کزهایشان بريك‌عط راست واقم نبستند» درست‌يك‌نقطه یا فت مي‌شود که قو تهایش نسبت به‌سه 
دایره باهم بر ابر ند و این‌نقطه دا مر کز اصلی سهدایر ه نامیدیم. همچنین درمسئله ۲ (بندپیش)دیدیم 
که گاه ممکن‌است شماده‌یی پا یا نی ازدایره‌ها یافت که عط ثابتی برای‌هر جفت از آن دایره‌هامحود 


اصلی باشد. با الهام ازاین گفته به‌تعر یف زیر می‌پردازیم : 


تعر یش دسته دایره س يك‌نعط ثابت ۵ درنظر می گیریم. مجموعه همه دایره‌هایی که حط ۵ برای 
ه-رجفت از آنها محور اصلی می‌باشد بك دسته دابره با محود ۵ نسامیده می‌شود. می‌دانيم که 
مر کزهای این گونه دایره‌ها همگی برروی خط ثابتی قراردارند که بر عمود است؛ خحطی که همه 
مر کزهای دایره‌های يك‌دسته را در بردارد» پایه آن دسته رایره نامیده می‌شود. 

از تعر یف دسته دایره و حاصیتهای محور اصلی بساد گی می‌تو ان گز اره‌های زیر را بدست 
آورد : 

الفب | گر ازدسته دایره‌ای‌محور ۵ ويك‌دایره ) مشخص باشند؛ آن‌دسته دايره کاملا مشخمر 
است. زیر ا هردایره دیگر "6 درآن دسته دایره است اگر وتتها اگر ۵ محود اصلی دودایره ۰) 
و ) باشد. (دایره دیگری مانند "6 بکیر ید بطوری که ۵ محوراصلی ز) و "ز) باشد نشان‌رهید. 
۸ محور اصلی و ۳ نیز حواهد شد.) پس‌دسته دایره داده شده مجموعه همه دایر ه‌های ما نند. 
"6 است که ۵ محود اصلی ز) و "4 می باشد . 


۵۵ 


ب ا گر ازدسته مر اق دودایره ,ز) و پز) معلوم باشند» آن‌دسته دایر, کاملا مشخص است 
زیرا بایا فتن محور اصلی ,ز) و پن) به‌حالت (الف) برمی گردیم . 

ب_ محور بك‌دسته دایره مجموعه نقطه‌هایی است که هريك از آنها نسبت به‌همه دایره‌های 
دسته بلك‌قوت دادد و بر عکس هر نقطه که نسبت به‌همه‌دایره‌های يكگ‌دسته دارای يك‌فوت باشد بر 
محور دسته دايره قر ار داد . 

ت. هر گاه مجور بل‌رسته‌دا یره عضوی‌ازآن دسته‌ر| دردو نقطه قطم کند هردایره دیگر از آن 
دسته را نبز درهمان دونقطه قطع می کند. همچنین اگر محور بريك عضو ازدسته دایره در نقطه‌ای 
مماس باشد آنگاه برهر عضو دیگر نیزدرهمان نقطه مماس است . 


معادله دسته دا بره از دید گاه تحلیلی 
معاذله عمومی دسته دایره -۱ گر هد ( ۷ : ۶ و ۰< (7 ۰ ) معادله دودایره باشد و 
۵ و خْ دوعدد باشند که باهم صفر نشو ند 
۵6-٩ 861 << ۰‏ 
معادلهٌ دایره‌های بشمادی است این مجموعهرا دسته دایره گویند. 
تمصر ه - درحا لتی که‌ضریپ‌های آعز و ۲ درمعادله‌های هدع و ه ص اي يك‌می‌باشد باید 
۰ 02 4 فرض شود تامحور اصلی که حط مستقیم است عضو دسته دایره نباشد. 
برای معاد له دسته دایره معادله دایره‌ها را طوری اختیارمی کنیم که محور طولها وعوضها 
بتر تیب منطبق برعط المر کزین و محور اصلی دودایره باشد دراین‌صورت معادله دودایره ی و 6 
باین‌صورت درميآید . 
0 ۵۲41۲ ۲-۲آ کات (۲ ۱ )6 
مخ و۲۲ ار( )6 
۰ << (۵ )6+ ۷( ۵۲۵ +۲)۵0 - (۵۳ + ۵()۲+»)ع 86+ 
پس‌عاد له دسته‌دایره که 6 و اي دودایره بامر کزهای متمایز از آن می‌باشند چنین است: 


90-1 
2۲ و ۳ 


۰ 6 0-۲ 
درو اقع معاد له دسته‌دایره به‌صورت ساده زیردردمی آید . 


ور 5 9 : 
که دراین ممادله جوز عدد حقیقی است ۰ 


۵۶ 


صورت دیگر معادله دسته دایره - برای سادگی معادله‌ها . اژاین‌پس محور يك‌دسته دایبره داده 
شده را محور بو ها و پایه‌آن دسته‌دایره را محور »ر ها می گیر یم . 

اگر [ه « م) مختصات مر کز و 1۳ شعا ع يك عضو دلخواه از دسته دایره باشند معادله آن 
دزم ایو زیت ه ٩۲‏ - ام وم ۲ - لاو خو اهد بود . اما قوت مبدا مختصات اسبت 
به‌همه داير ها عدد ثابتی مانند و می‌باشد و بنابراین: ۲-6۲-۲۳ 

پس معا دله يك‌عصو داخواه از دسته دایره به‌صورت زیر است: 

(ع <6) وحم +۲۵۵4 ویر (۵) 

که ج بر ای همه‌عضوها یکی‌است ولی ۵ از عضوی به‌عضو دیگر تغییر می‌کند و شرط ج << "م 
برای اینست که << "۳ باشد . 

بر ای با فتن نقطه‌های بر خورد هر دایره به‌معادله (۵) بامحور دسته باید و دا صفر بگیر یم 
که در آنصورت برابری 6 -- به "بو بدست مي‌آید. ا کر ۳ مثبت باشد (یعتی مبداً در برون همه 
دایره‌ها باشد) آنگاه برابری ج - :9۲ امکان ندارد و در نتيجه محور دمنه دایره هیچ عضوی 
از آن دسته راقطع نمی کند. اگر ه دج باشد آنگاه هلو جواب دو گانه می‌دهد و درنتیجه 
محور دسته دایره برهمه دایر دهای دسته مماس است. اگر ه>ج باشد آنگاه محور دسته دایره 
همه‌عضوهای آن دسته دایره رادر دونقطه ثابت ( و - ۷ « ه) و ( 0 - ۷-- « ه) برخورد 
مي کند. بنا بر این چنانچهه << و هیچ دو عضوی‌ازدسته دایره یکدیگرر ابر ورد نمی کنند (دسته‌دایره 
نامتقاطم). اگر ۳-۰ باشد هردوعضوی از دسته دایره برهم مماسند (دسته دایره سایا). اسر 
۳ باشد همه‌رایره‌ها ازده نقطه ثا بت می گذرند (دسته وابره متقاطع) . 


مزدوج يك دسته دایره -- ایناگ دایره‌هایی دا بررسی می کنیم که برهر دایره به‌معادله (۵) عمود 
هتند . فرض می کنیم دایره ز) برهمه دایره‌های (۵) عمود است و معادله آن به‌صورت زیسر 
می‌باشد : 
ه ح (1 + و 4 یر 6 2 
از شرط عمود بودن دودایره نتبجه می‌شود که : 


ه ‏ و ۲ - (]۲ - ۲۵۸ - 


۰( +4])+۵م )۷۲( 
اگر در )۲( دومعدار متمایز بر ای م یذ اد یم نتیجه می‌شود که : 


۰+(۱ و ۸۰ )۸( 


2۷۲ 


و یا - - 1[ وه حت ار 


بنا بر این معادله هردایره که برهمه دایره‌های (۵) عمود باشد به‌صو رت زیر است: 
02۰ - و13 (- 7( 1۲ 
و برای برقراری مشابهت این معادله بامعادله (۵) بجای 8 عدد ۲ - راقراد می‌دهيم تامعادله 
کلی هردایره عمود بردایره‌های (۵) به‌صودت زیر درآید : 
- و۲۲ - و( (٩)‏ 

بساد گی‌دیده می‌شود که عکس‌این موضو ع نیزورست‌است یعنی| گره‌عادله دایره‌ای به‌صورت 
(٩)باشد‏ بر هردایره به‌معادله (۵) عموداست. بامقایسه معاد لههای (۵) و(٩)‏ می بینبم که دایره‌های 
بمعادله (4) نيزيك دسته دایره تشکیل می‌دهند که محورآن محور ‏ ها و بای آن محور بت ها و 
قوت مبدا نست به‌هر عضو آن دسته برابر با چ -- می‌باشد. دودسته دایره (۵) د )٩(‏ دا مود ج. 
یکدیگر می گویند . 

نا براین اگر دسته دایره‌ای نامتفاطم باشد» مزدوج آن متقاطع می باشد؛ و برعکس ار 
دسته دایره‌ای متقاطم باشدء مزدوح آن تاتقاطع است. همچنین دسته دابره‌ای سایا می‌باشد ا گر 
و تنها ا کر مزروجآن سایا باشد . 


مر .ین 
۳-9 () مر کز و شما ع دایره با شد معاد له دایره را دز هر يك از حالتهای ۳ 
بتو بسك . ۲-< ۲ ۰ (۰ ۳۰)() ه -- ]۰ (۳:۲) 0 
۲ نحفیق کسد که هر يك‌از رابطه‌های زیر معاو له يكث‌د ابر ه است. مختصات مر کز و شماع 
هردایر ه زا حسات کنید ۰ 
ها 9 ۲ ۲۲ ول 
و یوار و ۰ ۲۲۲۲و 
۳- معادا2 ۳ مفروض است . تعیین کنید نمایش هىدسی این معاد له 
جه‌شکلی ات . 


۴- معاد له‌های پار امتری منحنی‌هاپی به‌صورت : 


تفت (۱ )2 مت بر ۳ 1-<- ۶ 
یا ۲ 


۲ حت ۷ و ۲ب ۱ << ۲ : 


۵۸ 


داده شده‌اند؛ معادله این منحنی دا دردستگاه مختصات قائم تعین کنید . 
۵- زاويةٌ شعا ع غیرمشخص از هر دایره را با محور رما از صفحهٌ مختصات به‌عنوان 
پارامتر در نظر گرفته و درهريك ازحالات زیرمعادله‌های پادامتری دایره دا برحسب پارامتر مز بود 
هس ار ابر ایا ۲۵ ع (۵ + 9 
_ درهريك اژحالات زیر معاد له‌های پاد امتری منحنی مشخص هستند؛ معادلهةٌ منحنی رادد 
دستگاه مختصات قائم تین کرده و تحقیق کنید کدام يك‌از منحنی‌ها دایره است؛ مختصات مر کز 


و شعاع دایر ه‌ها را تعیین کنید. . 


۲1 ۳ 2 0 -< »1 6 2-۷۲۵ ] 
۷ 2-7 ۷ 4-0 ۲ ۷ 0 ۲ ۴ جح 7 


۷ - دايرة ز) بعمر کز () و به‌شما ع ۵ سانتیمتر مفروض است؛ سهنفطة ۷ و ۷ و ر دا 
در صفحهٌ دار ه به تر لب به‌فا صلةٌ ۰ و ۵ و ۳ سانتیمتر ازمر کز دایره درنظرمی گیریم. اولا قتوت 
هر بكك ازسه نعطه مر بور را سیت به‌دایر ه جات کنید. تاش بر نقطه ۷۲ تیم نعط ۳۹ راجنان مرود 


می‌دهیم که داشته باشیم : ۲ ۷0؛ وضع ۷ رابت به‌دایره مشخص کنید. اگسر این 
حط بادایره در نقطةٌ ]۲ مشتراه باشد. اندازهٌ باره حط ]1۷7 را حساب کنید . 

۸ - دايرة 6 به‌مر کز (6 و به شعا ع ب۸ سانتیمتر مفر وض است؛ قوت لفَطهٌ ]۷ وسط شعاع 
(۵ از دایره دانسبت به‌دایره حساب کند. اندازةٌ وتر ۳00 از دايره داکه در نقطهٌ 7۷ بر 0۸ 
عمود است به کمك قوت نقطهٌ ۷[ بت بفوایره حساب کنبد . 

4 نقطه‌ای تعین کنید که قوت آن نسبت به دایره 62 به‌معادلة : 


ه د ۲ ۱ -و ۶ آ کر 
کو جکتر ین مقدار ممکن‌دا داشته باشد. مقدار قوت آن نقطه رانسبت به‌دایره تعیین کنید . 
0 ثابت کنید محور اصلی دودایره بر وسط مماسهای مشتر له آنها مر ور می کند. 
۱ - تحقیق کنید کدام هر جفت‌از دایره‌هائی‌که معادله‌هایآنها در يك سطر داده شده است 
محور اصلی دارند و معادلٌ محور اصلی دایره‌ها را درهريك ازحالات تعیین کنید . 


٩۰ ۶۲۹۲‏ ۴ کر 
۴ ۱(4)4+۱(۲ ماد ۱۴ لو رو و۲ سس یز 
۳ ۸ لو ۲ روآ ور 
۲ دایره‌های : 


۸۵۹ 


۲۴۲ ار : بر 
و 4۲ ۱(۲س د) : بن) 
۶ ۱(۲- ) : ) 
مفروضند؛ مرکز اصلی آنها را مشخص کنید و قوت‌آن دا نسبت به دایسره‌ها حساب کنید. اندارة 
مماسی را که ازاين نقطه برهردایره دسم می‌شود تعیین کنید , 
۳- دایره‌های : 
(< ۲ ای : بز) 
(ح ۲( ۲) ۲ ۱(۲ت با) : بن6 
۱(۲د) ۲ (۱-) : 6 
مفروضند؛ مر کز اصلی آنها را مشخص کنید و قوت آن را نسبت به‌دایره‌ها تعبین کنید. آیا از اين 
نمقطه می تو ان حطی مماس برهردایره رسم کرد؟ چرا ؟ 

۴ دايرة 2۱۶ ۲( - )+۲( ۴ - د) + ۲) را درنظر گر فته وعدد و[ داچنان مشخص 
کنبد که دايرة ز) و دایره‌های بز) و پز) درستلةٌ ۰۲۲ مر کز اصلی داشته باشند. مقدار و داچنان 
تین کنبد که مر کز اصلی سه‌دایره نقطه‌ای به‌عغت ۲ باشد . 

۵- تقایل ۸ و ۲8 و 6 مفرروضند؛ دایرهای‌رسمکنید کهر دو نقطه (] و نز بگذرد و قوت 
رفطةٌ ۸ سبت به‌آن» مقدار معلوم "و باشد (بحث) . 

ع ۱- دایره‌های : 

> ۲(۲ +۱ ۲(۲-ا) : 6 

و ۴۳ ۲(۲- )+ (۲) : با 
مفروضند؛ بسرخحط ۲ + : ۵ نقطه‌ای تعیین کنید که مماسهای مرسوم از آن اقطه بردایره‌های 
2 و ز) متساوی باشند . 


۷- سه‌دایره دسم می کنیم که فطر های آنها به‌تر تیپ اضلا ع متلث مفروض ,6( ۸ باشند 
مر کز اصلی دایره‌ها دا مشخص کنبد . 


۸ - زاويةٌ بين حط ۵ به معادلة 5 ۲ و دایرء ز) به معادلهً سس ۳ رز و , دا 
زاويةٌ بین دو دايرة : 
۴۳ج ۲ب اد : 6 
۲ و ۲۲ ۲۷ - یو : 6 
را در یکی از شطه‌های تلاقی آ نها تعین کنیك . 
4 


ه ۲- تحقیق کنید که دایره‌های زیر بریکدیگر عمودند؛ معادلههای مماسهاثی را که در نقاط 
تقاطم بر آنها دسم می‌شوند تعیین کنید . 
۵ 7۲ یز : )6 
۳۳۵ ۲۵ 
از ولا 7 :6 
۱ مکان هندسی مر کز دایره‌ای به شما ع "] دا که بر دایره (8] « (4)ز) عمود است 
۲ - حط ([ به‌معاد ۲ << 7سا رودایر هر) به‌معاد له ۲ ۱(۲+ )-4-۱(۲٩۷-)۲‏ مفروضند 
دایره‌ای به‌شعاع ع/۷ مشخص کنید که مر کزش برخط (] وافع بوده و بردایره ز) عمود باشد. 
۲ - دایره‌ای به شما ع معین 1٩۱‏ رسم کنید که بر نقطه مفروض ۸ بگذرد و بردایره‌مفروض 
( ۱ (6) عمود باشد. 
۴- معادلهٌ محور اصلی دسته دایره‌ای را که دو دایره زیر جزو آنها هستند تعیین کنید: 
# 2 ۲۲( ) : 6 
۲۲+ (مبی) : 6 
اگر دایره ز) به معادلة 
او ۱۲ ۲۲ (و۳-ز) 


عضوی از دسته با شطع معاد له دايرةٌ دیکری ار دسته را که شعاعش ۳ شعاع این‌دایره مساوی‌است 


مات 
هس ۲۳ ۲و۴ برد (۲ ۱ )6 
و و ۴۲4۲ ۲ <(۲ ۰ )بر 
مقر وضند. 
الف تحقیق کنید ۲یا 


۰ص( « ۲( « ان 
فقاولا پاک آیر مر است با تشن ؟ 
بب مجموعٌ مقادیر 6 را چنان تعبین کنید که رابطهٌ : 
۰ (7 دا( از 
معادلةٌ يك دايرةٌ ِِ« باشد. به‌از ای ۳-- م محور اصلی دایره‌های ,ز) و بن) همچنین‌محور اصلی 


دایره‌های بز) و بز) دا تعیین کنید و نشان دهید دایره‌های ,ر) و بر) و ب) به يك دسته دایره تعلق . 


۶۱ 


دازند. دایره‌های ان و مش و 6 از دسته دابرةٌ مز بور را که شعاعهایشان به‌تر تیب باشعاعهای 
ی و بن) و بز) مساویند مشخص کنید. 
ب۲۶ - دو دابرة 
2۴ ۲(۲-- )اک : ) 
و سا ۲و۲ وود 6 
مفروضند» اولا محور اصلی دسته دایره‌ای را که با این دود دایره مشخص می‌شوند تعیین کنید . 
ثانیاً معادلهة دایره‌ای از این دسته را تعیین کنید که به‌شعا ع ۴ باشد. الا مر کز دایره‌ای دا تعیین 


۱ 
کنید که بر دودايرة ,ز6ون) عمود 3 


۷ - دو دايرة : 
هم ۱۳ لاوز ز) 
هس ۴0۴ و 6 
عفر و ضند » اولا ‏ معادابه دسته دایره‌ای را که با اين دو دایره مشعص مشود بنویسید . تانا ی 
معادله دایره‌ای اذ این دسئه را تعیین کنید که قوت نقطه (۲و۱-)[ تسبت به‌آن بر ابر ۶ باشد . 
ژا اما - معاد له دسته دایره مزدوح دسته دایره فوق را بدست آورید . رابماً _ ممادله دایره‌ای از دسته 


اخبر را که بر دایره به معاد له ه سد ۲ عمود است تین کنبد ۰ 


بر ۲ - ونر ۸13 از دايرة مفروض را به جهار پارة متساوی تقسیم می کنیم ؛ ثا بت کنید نسبت: 
» و ۹ ۵ رن تا ۳ ۹ 
قو تهای نقطةٌ تقسیم اول به تطهة تقسیم دوم مسادی ‏ است: 


۵ ۷ - مجمو ع قوتهای دو نفطةٌ ۸ و (1 نسبت به دایرة مفروض مساوی صفر است؛ ثابت 
کنید وسط ([۸ در درون داپره است. 

۳۵ - دایر؛ ( ۰ 0)) و دو نقطه ۸ و 13 در صفحهٌ آن مفر وضند؛ اگر ]۷ وسط ۸ 
باشد» ثابت کنید : 


(ر )> ۳ 
( جع قوت قطه 8[ نسبت به دایره است.) 
وم - از يك نفطهٌ تقاطع دو دایرة متقاطم يك قاطم در دو دایره سم می کنیم؛ ثابت کنید 
مجمو ع فو تهای وسط این قاطم نسبت به دو دایره مساوی صفر است . به کم اين حاصیت مکان 
هندسی وسط قاطعی را که از يك نقطهٌ تقاطع دو دايرة متقاطع می گذرد نعیین کتید. 


۲ - لفطهٌ ۸ و دايرةٌ ز) داده شده‌اند. مکان هندسی نقطه‌های ]۷[ را که قوتثان نسبت به 


۶" 


6 برابر با 1۷۲۸۲ مي‌باقد بدست‌آورید. 

۳ - جرا در سه دايرةٌ دو به دو متقاطع؛ سهو تر مشتر له همرسند! 

۴ - وتر مشترله دو دایرة متقاطع» مکان هندسی مر کز دایره‌ای است که محیط آن به‌وسیلةً 
دو دايره اصف می‌شود. 

۵ - اگر خطی دايرةٌ (18 ۰ 2)0) را به زاویه ۵ قطع کند. فاصلٌ مر کز دایره از عط 
مساوی »ومع13 است. )05>٩۹۰7(‏ 

۳۶ - از نقطةٌ مفروض خطی رسم کنبد که با دایرة مفروض زاویه م تشکیل دهد. 

۷ . خطی رسم کنید که دو دایره دا به زاویه‌های بم و 6 قطع کند. 

۸ .. دایره‌ای رسم کنید که با اضلاع مثللی زاویه‌های برابر بسازد. 

۹ - ثابت کنید تمام دایره‌هایی که از نقطه هر می گذرند و بردایرة مفروض عمودند» از 
نقطه ثابت دیگری نیز می گذرند. 

ه ۷ - بر دو نقطه ۸ و (] دایره‌ای مرور دهید که بر دایرة مفروض عمود باشد. 

۱ - بر نقطه مفروض دایره‌ای مرور دهید که بر دو دايرةٌ مفروض‌عمود باشد . 

۲- ا بت کنید تمام دابره‌هایی که از نقطه مفروض هر می گذرند و محیط داير؛ مفروضی 
را نصف می کنند. ازنقطه با بت می گذر ند. 

۳ - بر دو نقطه مفروض دایره‌ای مرور دهید که محیط دایره مفروضی درانصف کند. 

۴۴ مکان هندسی مر کزهای دایره‌هایی دا پیدا کنید که محیط دو دایر؛ مفروض را نصف 
کت 

۵- دایره‌ای رسم کنید که محبط سه دایره دا که مر کزهای آنها بريك عط راست دافع 

۴۶ - سه‌دايرة (0] ۱ (26) و(۳۴ ۱ )2 و (۳ ۰ ")62۳ ازيك‌دسته‌دایره مفروضند؛ 
اگر ج و ام قوتهای يك نقطه از دایرة "ر) نسبت به دو دایره ) و 6 باشد؛ به دوش تحلیلی 
ثابت کنید : 


۷ - مکان هندسی نقطه‌ای را پیدا کنید که‌نسبت قوتهایش برای دو دایره مفروضءساوی 
عدد مفروض 1 باشد» جع (روض تحلیلی) 

۴۸ - مکان هندسي نقطه‌ای را تعبین کنید که تفاضل قوتهای آن نسبت به دو دایره مفروض 
مقدار ثابتی باشد. (روش تحلیلی) 

۹- مکان هندسی لفطهٌُ ]۷ را چنان نعیین کنید که ج و پ فوتهای آن نسبت به دو دایره 


۶۳ 


مفروفضن در رابطهٌ : 
۳+۱۰ +۸0 
صدق کنند. ( ۸ و ۲3 و (] عددهای ثابتی هستند) . 
۰ - دایره 6 و نقطه ثابت ۷ مفروضند .فرض می کنیم 13 ۸ قطرمتغیری ازدایره ز) 


باشد. ثا بت کنید حاصل‌ضرب 08 :۰ ۸ بمرضم قطر ۸13 بستگی نداشته وبرایر 
است باقوت نقطه ]۷[ نسبت به‌دايرة ر) . 

۱ - دق نقطة 3[ و ز) برعط ۵ بهقسمی جابه‌جا می‌شوند که همواره نسبت بهرونقطه‌ثا بت 
7 و ۱ مزدوج توافقی یکدیگرند. فرض می‌کنيم ۸ نقطه ثابتی واقم در خارج‌عط ۵ باشد. 
ابت کتید دایرة محیطی مثاث ,496 بر نقطه ابت دیگری غیر از ۸ می گذرد. 

۲د- فرض می کنیم ۳ و () دونقطه از يك نیمدایره به‌قطر8] ۸ باشند خطوط ۸۳و 170 
یکذیگر را در نقطه [ فطع می کنند. ثابت کنید که: 


9۲-۸ ۰۸۳4۲۰ ۵ 


۳ - بپاره‌خط (۲ ۸ مفروض است ونقطه () وسط آن است. 
اولا - دایره غیر مشخص )را که بر نقطه () می گذرد در نظررمی گیر یم. بت کنید کسجمو ع 
فو تهای تقاط ۸ و 1۳۲ سینت به دایره ( مقداری است ثابت و بستگی ید دایره ر6ندارو. 
۲ 


تانیأ اگرمجمو ع قوتهای‌نقاط ۸ و 3] نسبت به دایره ر) برابر با تِ 


باشد» در باره 
دایره 2 چه می‌توان گفت؟ 

۴ م دو دایرة ز) و از که در دونقَطةٌ ۸ و ۳ معاطعند داده می‌شود از نقطه ]۷ روی 
دايرة ز) و در برون دار 2) مماسی بردايرة "ز) رسم می کنیم که در نقطة 1" بر آن مماس شود. 
ثابت کشد که سیت: 


۱۷1 
۹ .۰ 1۷۲4 
به وضع نقطهُ ]۷[ روی دایرة 6 بستگی ندارد. 


۶۴ 


فصل سوم 


مقاطع مخروطی 


(۱-۳) کلیات 


۳ سسطح مخروطی دواد - چنانکه در بر نامه سال سوم دیده‌اید» سطح مخروطی‌دو ار سطحی 
است که از جرنعش حط راست (] گرد خحط ۸۵ متقاطع 
با آنعط پدید می‌آید. دراین صورت خحط (]دا مولد 
سطح مخروطی و عط ۵ دا محودآن سطح و نقطهمحل 
تلافی (][و۵رادأیسطح‌مخروطی می گو تیم (شکل ۱۰۳). 

با توجه بهآنکه دو نحط (] و ۵ بعمولا نامحدود 
فر ض می شو ند سطح مخروطی از دوقدمت یادوداعنه که 
در دو طرفر أس قر ار دارند ودر رأس ٩‏ مشتر کند بد ید 


۳ِ« :+۳ سمقاطع مخردطی - مقاطم مخروطید منحنی‌ها ی 
هستند که از بر حورديك سطح خر وطیدوار با صفحه‌هایی 


(ش ۱.۳) 


که از رآس آن نمی گذرند» پدید می‌آیند. برحسب آنکه صفحهٌ قاطح سطح مخروطی دوار رادد 
يك‌طرف رأس يا در دوطرف آن قطم کند یا آنکه بامو ادی ازسطح مخروطی موازی باشد. ازسطح 
مخروطی وصفحةً قاطع» قطع‌هائی به ثکل‌های مختلف پدید می‌آیند؛ این منحنی‌ها چهاد گو نه‌اند 
که در این بخش به اختصار به شناسایی آنها می‌پردازيم . 

الف - ار صفحه قاطع برمحور -طح مخروطی دوار عمود باشد . مقطع يك دایره است. 

ب - هر گاه صفحه قاطع همه مو لدهای سطح مخروطی دوار دا دد يك‌طر ف‌ر آس قطم کند 
و برمجور سطح عمود نباشد»مقطع منحنی بسته‌ای است که آنرا پبضی می گو یند. 

پ - هر گاه صفحه قاطم سطح مخروطی دوار را در دوطرف رأس قطع کند» مقطع منحتبی 
است متشکل از دو شاخةٌ مجزا که بسته نیستند و آنرا هدلولی می‌نامند . 


۶۵ 


ت - هر گاه صفحه قاطع با یکی از مو اسدهای سطح مخروطی دواد موازی باشد . مقطع 
منحنیی است که بسته نیست و دريك طرف رأس وافع می‌شود و آنرا سدمی یا شلجمی می‌نامیم. . 
درد اين فصل ما تعریفهای دیگری از مقطعهای مخروطی رابکار می‌بریم که با تعریفهای بالا 


هم ارزند ولی برهان هم ارزی آنها از بحث این کتاب حارج است. 


۲-۳ - بیصی 


۳ -آعر یس بیضی مکان هندسی نقطدهائی است از يك صفحه که مجمو غ فا صله‌های هر يك‌از 
آنها از دونقطةٌ ثابتآن صفحه مقدار ثابتی باشد و اين مقدار ثابت باید از فاصله دو نعطه ثابت 
پزر کتر باشد. 

هريك از دو نقطةٌ ثابت رايكکانونبیضی و اصلً دوکانون‌را فاحل کنونی‌بیضی می گو تم. 
کانونهای ییضی را معمولابا دو حرف ۳ و "۳ نمایش می‌دهيم و فاصلکانونی رابای۲ می‌نمائیم 
۳-۵[ . 


مجمو ع فاصله‌های هر نقّطه بيضي را از دو کانون؛ 


که مقدار ثابتی است» با ۲۵ نمایش می‌دهيم؛ پساگر ‏ . 
نقطه "۷ از صفحه به بیضی تعلق د اشته باشد؛ دار یم : 
۷ 
۶۵ 4-۷۲۳۷ ۷۲۳ ۳۹ 


به‌عکس» اگر نقطه‌ای مانند ]۷] در صفحٌ شکل مفروض باشد چنانکه داشته باشیم : 
۲- 41-1۷۳۲ ۲ ]۱۷ 
نقطهٌُ ]۷[ به بیضی به‌کانونهای ۳ و ۳۲ با مقدار ثابت و۲ تعلق دارد. (شکل ۲۰۳) عدد ۲۵ را 
مقداد ثابت بیضی می گوئیم . 
ا کر ]۷ تقطه‌ای‌از بیضی باکانو نهای۳ و "۳ و مقدارثابت و ۲باشد. دو حط ]و ٩۳۲‏ 
را شماعهای حامل نقطهٌ ]1[» یا شعاعهای کانونی لفَطةٌ ۷1[ از بیضی می گو تیم 


از تعریف بیضی نیج می‌شود که: ح 3 
۰ ۳ +۰ ۰ سس ‌- 
در بیضی عدر -- را که کوچکتر از ! است» خراج اژ مرکز بیضی می کوئيم و معمولا آنرا 


باعدد م نمایش مي‌دهيم. به‌آسانی می توان دید که هرقدر عددم بزر کتر وبه عدد يك نزدیکتر باشد 
پیضی درازتر و به‌يك پاره حط نزدیکتر می‌باشد . و هرقدر عدد م کوچکتر باشد بیضی‌بهن‌تر و 
به‌دایر ه نز دیکتر است. 


۶۶ 


۳ . معان ۵ بیضی - بیضی ۲ با 
کانونهای ۳ و ۳۳ ومقدارئابت ۲۵ دادد 
نظر گرفته و دستگاه‌مختصات قائم‌داچنان 
اختیارمی کنیم که 71[ محود مر لهادعمود 
منصف آن پاره حط محور عرضها باشد 
(شکل ۳.۳). دد ایين صورت کانونهای 
بیضی در دستگاه مختصات مز بور بصورت 


(۰ ۰ 6)و(6:۰ - )"۳ مشخص می‌شو ند. ۳۹۳ 
حال ا گر (17 ۰ )]۷[ نقطه غیر مشخصی از یضی سفروض باشد. دادیم: 
۶۵< ۷۳۲+ ۷۲۳ (۱) 
۱ 
و چون این دو مقدار دا درمعاد له (۱) قراد دهیم» خو اهیم داشت: 
۵ ۷-0 2-۵۲ ۱۷ 
از اين معادله می‌تو آن داشت : 


0(۲+۲ )2۱۵-۷ او (0-عج ۱ 
با توجه به اینکه عبارات دو طرف این تساوی مثبتند» طرفین را به نوان ۲ می‌رنانيم و 
خواهیم داشت : 
را (0 )۴۵۲-۷۵1 وزج - 


1 ه- ۷ () 


چون دو طرف معادلةً (۲) دا به توان ۲ برسانیم خواهیم داشت : 
۲ 
او ارو ۲00 جر 
۲ 6 
با و 
و ا گر 8۲-۲ را با 5 نمایش دهیم حاصل می‌شود : 
آ 
وا 
و پس از تقسیم طر فين تساوی بر "و خواهیم واشت : 
سس 
بت دای * ۱ (۱-۳) 


۶۷ 


یعنی مختصات هر نقطهُ ۷4[ واقع بر بیضی مفروض درمعادل (۱-۳) صدق می کنند. به‌عکس 
می‌توان ثابت کرد که هر گاه بر و بو مختصات يك نقطهٌ ]7 از صفحه در معادلهٌ بسالا صدگ 
تلد ان نقطه بر بیضی وافع است . برای اثات ملاحظه می‌کنرم که از معادله فوق 


9 
اج- - ات ۲۷۲ حاصل می‌شوده نا بر این : 
2 


1 ۱ 
ام مب 1 -- "۳ ]۷ 
و جون ۲ - "م -- "و است : 


1۷1۳۲ -- ۳ )<> 4-6۱۲٩48۵۲ - ۱ ت‎ ) 


۳4۹ 
ت۵۲ +۲۵۶4 مب -< 
24 


ِ ِ 
6 6 
سل رح (مبیگ) /- 
8 8 
زیرا و>م و در تیجه ۱> ۴ و به‌ازای مقادیر و > || عبارت 4-8 - مثبت است . بهمین 
۵ 3 
تر تیب ثابت می‌شود که : 


- و ۷۲۲ 
2 
در تتیجه ۷۵ ۳41-۷۳۲۰ یی نقطةٌ ٩]‏ بر بیضی مفروض واقع است . بنایراین دابطه 
(۱-۳) معادله بیضی است . 
تبصره - !گر درتعیین معاد لا یضی محود عرضها رامنطبق‌بر ۳ و محور طولها را عمود- 
منصف ۳" اثختیار کنیم؛ معاد له ببضی به‌صو رت زیر خو اهد بود : 


۳۲,۳ مر کز, محورهای تقارن, رآسها و قطرهای پیضی - ا گر درمعادله  )۱-۳(‏ »هر زا به 
-- تبدیل کنبم» تغییری درمعاد له پدید نمیآید و نشان می‌دهد که اگر نقطة (9 « :)194 بربیضی 
۳ وافع باشده نقطهُ ( بو « :- )"1۷1 قرینةٌ ۷[ نسبت به‌محور "۷ نیز برآن بیضی واقع است. 
بنا براین بیضی‌نسبت بدمحور بو "یو تقادن دارد. به‌همین‌تر تیب ثابت می‌شود که بیضی نسبت به‌محور 
ور متقارن است . 


۶۸ 


یعنی : هر ییضی نسبت به خط گذرنده از دوکانون آن و همچنین نسبت به‌عمود منصف پاره- 
خی که دو کانون رابه‌هم وصل مي کند متقارن است. خحط گذرنده ازدو کانون بیضی‌را محور 5 نوی 
و عمود منصف آنرا محود نا نونی بیضی می گو تیم . 

از آنچه ذکر شد باتوجه به‌ویژ گیهای تقارن؛ می‌توان نتیجه گر فت که بیضی نسبت به‌محل 
تلاقی دومحور؛» یعنی سبت به‌وسط فاصله کانونها متقارن است. از معادله بیسی یزاین ویز گی را 
مي‌توان نتیجه گر فت» زیرا اگر درمعادلة (۱-۳)؛ بو دا به پوت و لو دا به و تبدیل کنیم؛ 
در معاو له تغییری پدید نمی‌آید یعنی اگر نفطهُ ( + >)]۷] بر بیضی ‏ داقع باشد . نقطه 
( -- « و ) ]1۷ قرينة 1 نسبت بهمیداً مختصات نیز یرهمین بیضی واقع است. بنابراین بیضی 
میت به‌میداً مختصات (محل تقاطع دومحور) متقارن است . 

نقطه () محل تقاطع دو محور بیضی ء يا وسط پاره نعط واصل بین دو کانون را مرکز بیضی 
می کوئیم . 

ا کر در معادله بیضی ه < ۷ اختیار شود » و1 ح یر بدست مي‌آید و نشان می‌دهد که 
بیضی» محور وو لا دا در دونقطه به طر لهای و و وس قطم می کند» (قاط ۸ و ار در شکل 
۴ ۳ این دو نقعله را دو «آمي بیضی و چون بر محور کانسونی واقعند ؛ دأسهای کانونی بیضی 
می‌ناميم . 

ازمعادله بیضی مي‌توان ننیجه گر فت که عاول هر نقطه از بیضی نمی‌تواند ازحیث قدر مطلق 
بزر گتر از ه باشد. (یعنی همواده ۵ > |ید|). بنایراین دأسهای کانونی نقاطي ازبیضی هستند که 
طو لها ی آنها ازحیث قدر مطلق اذملول هر نفطه دیگر بیضی بزر کتر است . 

( کر درمعادله بیضی ه --ر اختبار شرد. ۲-٩1‏ بدست مي‌آید ونان می‌دهد که بیضی 
رگ محور بو ها را دردونقطه که نسبت بهمر کز بیضی قرینه‌اند» قطم می‌کند (نفاط 3[ و 3 درشکل 
۴ وونفطةٌ 1 و 1 را «أسهای ناكانوني بیضی می‌ناميم . 

پاره‌تعطهای "۸۸ و 1310 دا به‌ترتیب قطرهای کانونی و ناک نونی بیضی می گو ثیم و از 
آنچ : ذ کر شد بهآسانی‌می تو آن دید که ۲ -- ۸۸ و ۲ ]13 است. بنابر این پادامتر ها که 
از رابطة آن -- ۲و ؟ و بدست می‌آید نصف اندازء قطر ناکانونی بیضی است . 

هرعط که ازمر کز یضی بگذرد, بیمی‌دا دردو نقطه مانند ]1۷ و1۷ فطع می کند؛ زیرااگر 
معادله خط دا ۵3 - بو درنظر بگیر يم طو لهای تقاط تلاقی آن با ییضی از محاد له : 

۱۵۲۵ و یط 
5 )۲ 3۲ 
بدست می آید واين معادله همواره دارای دوجو اب است. (چر ا!). 


۶۹ 


هر پاره خحط "1۷۲1۷ را که ازمر کز بیضی بگذرد و از دو طرف به‌نقاط از و ۸۱۲ و اقع بر 
ببضی محدود باشد» يك‌قطر بیفی می‌نامیم . دیده می‌شود که : 


اس او باس ارچ او 03۲ 
8 


۲ 
پا طا ات 919 
2 


5 > +0۲ > ۲و 


یا ۲ >> ظ 
و بالاحره > 0۷ > 1 
و از آ نجا > ۷ > ۲ 


یعنی هر قطر غیرمشخص بیضی نمی تواند بزر گنر از ب۲ و کوچکتر از ۲ باشد. بتابراین 
قطر کانونی بزر گتر ین قطرها و قطر ناکانونی کوچکترین قطرهای بیشی است . 
با ملاحظه آنکه هر تعط گذرنده از ور و بیضی 1 منجنبی را در دو نقطه که دسیت به‌هر ک 


۳ درون ۶ برگن بیضی - بیضی يك‌منحتی بسته است و صفحه را به‌سه مجموعه که درون 
و برون و روی بیضی هستند بخش می کند. برحسب آنکه نقطه‌ای دردرون يا برون یاروی بیضی 
رأشدء مجمو ع فاصله‌های آن از دو کانون بیفی کوچکتر از یا بزر گتر از یابرابربا ۲۵ (مقدار ثابت 
بیضی ) می باشد . 

تبصره ‏ اگر مر کز بیضی به‌اقطار ۲۵ و ۲ نقطة (8 ۰ 6)() باشد و قطرهای بیضی بد 
ترتیب بامحورهای خفتها ورستهای دستگاه مختصات‌موازی باشندمعاد له ببضی دردستگاه مختصات 


قائم مز پور به‌صورت زیر است : 


(- (ه-ع) | (۲-۳) 


3 ۲ ۱ 


۷۰ 


مثال- معادلهٌ ییضی که مر کزش شله( ۲و ۱) :0 وقطرهای‌کانونی وناکانو نی آن‌به‌اندازه‌های 
۵ ۲ و ۱۲ باشند» پسیت به‌رستگاه مختصاتی که محورها یش با محورهای‌کانو نیو ناکانونی بیضی 
موازی باشند به‌صورت زیر است: 


(خار (۱ 8 


۱ ی 


: ۳۶ ۱9۰ 
معادله‌های پادامتری بیضی ح از مقایسه برابریهای 
۲ 


با 

۱« :۲۵ 41-245 ۲0 ووه 
به‌نظر مي‌رسد که شاید ِ و : به تر تیب کسینوس و سینوس يك زاوبه هستندو بما داهی 
نشان‌می‌دهد تايك‌دسته معادله پار امتری بر ای بیضی 
پیداکنیم . نقطه ۷[ به مختصات  (‏ و ) 
پر دایره بشما ع ۱ قراددارد و اگر م را زاویه 
میان آا[ن و > (درشکل ۴۰۳) بگیریم» بیدر نگ 


نتیجه می‌شود که 


7 1 
شا و 006 ح< سس 
و . 8 


و از آنجا معادلات پار امتر ی ییضی بدست‌میآ ین : 


دتتی که نقطه (7 « )10 يك دور کامل بیضی شکل (۵.۳) دا می‌پیماید . نقطه ( ب- + )1۷ 
يك دور کامل دایره شکل (۴.۳) دا می‌پیماید و 
در نتیجه‌برای رسم یضی‌کافی است۲ >>> ه 
باشد . 

معادله‌های پارامتری يك ییضی که مر کز 
آن (, ۰۲ ,عد) و محورهای بزر گث و كوچك‌آن 


به‌تر تیپ پامحور و هاو محور توها مو ازی هستند 


ر جع ک 


ما 1 7 ۳ 


۰ > > 


مثال ٩‏ - معادله‌های پارامتری بیضی که قطرهای آن ۶ و ۴ باشند در دستگاهی که مبدأش 


مر کز بیضی و محورهایش برمحورهای بیضی منطبقند به‌صورت زیر است. 


26 << 
)۰ >: >۲۶( 


۲ << ۲ 0 


از این معادله‌ها ما و له بیضی سبت به‌دستگاه مختصات فائم به‌صو رت زیر بدست می‌آید: 
1 ۲ 
7 ۶ 
وت تا 
مثال ۲ -- اکر (۳ و ۲) ,() مر کز يك بیضی و اقطار آن موازی بحودهای و()ج و 


)۷ و اندازه‌هایغان به‌تر تیب ۱۳ و ۸ باشند» معادله‌های پارامتری ییضی به‌صورت زیرند: 


26 << ۲0 
) ۰ >0>۲۶( 
۲ << ۳۷۴۸0۵ 


۳ - ترسیم لیضی - ار دو لفط ۳ و ۰۳ کانونها . و عدد و به‌عنوان پارامتر مشخص-- 
کننده بیضی داده شده باشند ودوسر قطمه ریسما نیز ادر 


دو نقَطةٌ ۳ و ۳۳ جنان ببندیم که در ازای در یسمان‌پین آن 
دو نقطه مباوی ۲9 باشد و آنگاه به‌تر تیبی که در شکل 
( ۶۰۳) دیده می‌شود نو دقلم را جنان برر یسمان تکیه‌دهيم 
که دو قطعةٌ ریسمان که ین نو له فلم و نقاط و" قرارد 


می گیر ند کاملا کشیده ودرامتداد حط راست باشند. نو له قلم نقطه‌ای از بیضی ر ابر صفحهة کاغذ مشخص 
خواهد کرد . اگر درهمین حال نوله قلم دا روی صفحه بلغز انیم نقاط مختلف بیضی بدست‌می آید 
81 بیضی دسم مي‌شود. 


۷ 


این طریقه را ترسیم بیضی باحر کت‌پیوسته می گوئیم وبا ترسیم دایره بهوسیلهپر گار شباهت 
دارد. بیضی را به‌طریق دیگر نیز می‌توان رسم کرد به اين ترتیب که عدد عر کوچکتر از م را ور 
نظر گرفته و به مر کزهای ۲ و ۲۳ به ترتیب دو داسره به شعاعهای بر دج و بت و رسم 
می‌کنیم؛ این‌دودایره یکدیکررا در دو نقَطة 7 و ۷[قطع 
ی کیت[ تشر نله ۷4 زفی شش ات فزس ۱ 
۵ -- "۷1۳ + ۷1۳. به‌همین دلیل فطهٌ "آ۷[نیز بر بیضی 
داتع است. روشن است که ۱ گر این‌بار به‌مر کزهای ]و 


۳ به ترتیب دو دایره‌به شعاعهای بو - ع ویر ورسم (د ۷.۳) 

کنیم از تقاطم آنها دو نقطةٌ 8۷ و ۳ از بیضی بدست می‌آیند و باعوض کردن مقدار > به‌همین 
ترتیب قاط دیگر بیضی مشخص میشوند یعنی با اختیار هر آمقداد »و چهار نقطه از ببضی بدست 
می‌آید . اين طریقه رسم پیضی را رسم بیضی به‌طریق نقطه‌یایی می گو ثیم (شکل ۷۰۳). 


۳ م دایره‌های هادی بیضی 
یادآودی ‏ هر گاه نقطه‌ای مانند ۷1 درصفحة دایره (18 ۰ 00) ز) واقم باشده عط3() 

دایره دا در دو نفطةٌ [] و "1 قطع می کند(شکل ۸.۳) 0 

ثابت می‌شود که یکی از این دو نقطه نز دیکتر ین نقطه ر 

دایره به نقطه ]۷[ و دیکری دورترین نقطه دایره از آن ۳ 

نقطه‌اند. ا گر ] نزدیکتر ین نقطةٌ دایره به نمطهٌ]۷ باشد. به 

موجب تعریف:]] ]ار | فاصلةٌ نقطه ]۷[ ازدایرهت)می گوثیم. 


(ش ۳. ۸) 
دای 6 هادی بیضی - دایره‌ای را که مر کزش يك کانون بیضی و شما ع آن مساوی قطر بزر گک 
ببضی (مقدار ثابت ۲)باشد»‌دایره‌هادی‌بیضی نفلیر آن‌کانون می گو تیم . هر بیضی دارای دو داسره 
هادی است که سبت به‌مر کز بیسی وهمچنین نسبت به‌محور کانونی بیضی قرینه یکدیگر ند. 
قضیهت هر نقطه بیضی از پلكکانون د ا: دایره هادی نظیر ک نون دیگر به‌يلكفاصله است دبه‌عکس 
هر نقطه که از يلك کانون چیضی وازدابره هادی نظیر نون ديگربه يك فا صله با شدء برییضیداقیاست. 
برهان - دو نمَطهٌ ۲ و "۳ را دو کانون بیضی ,۲ و دایره 
(۲۵ و "۳۴)) دا دایرةهادی نظیر کانون "۲ آن فرض می کنیم. (شکل 
۳ ا گر 1۷ نقطه‌ای از بیضی باشد و خحط ۷۳۲ دايرة ز)رادر نقطه 
رآ قطع کند» دادیم : ۲۵ - ,]4-۷ ]۳"[۷--ر]"۲ 
از طرفی ع ۲-- ]۷1۳۲-41۲۲ و از مقايسة این دورابطه‌عو اهیم‌داشت 


۳ << ر[ ]۸۷ که ,[ ]1 فاصل نقطه ]۷[ از دایرةٌ هادی نظیر کانون "۳ است. ‏ 

به ترتیب‌عکس ۰ درشکل )٩.۳(‏ می‌توان دید که اگر 1۳ - ر[]۷ باشد وبه دوطرف این 
ساوی ۷۲۳۲ را اصافه کنیم خحواهیم داشت: 

و 1-۷۲۳۲ ,] ]۷[ - ۷۲۲۰۲1۷۲۳۷ 

و بنابراين ۷ دوی بیضی است. 

قضیه فوق را بهصورت زیر نیز می‌توان بیان کرد : 

بیضی مکان هندسی مرکز دایره‌ای است که از يك کانون بگنده ور دایراهادی نظیر کنون 
دیگر مماسی. باشد. " 

زیر! اگر به‌مز کز ]۷ و به‌شعاع ۳ دایره‌ای رسم کنیم اين دایره بر دایرة ز) در نقطة 
ر[ مماس خو اهد بود. ۱ 

و نیز می‌توان گفت : 

بیضی مکان هندسی نقطه‌ای است‌که از يلك دایره و يلك نقطة ثابت داقع دددردآن داچره 
هون امه باکد: 

مسئله مب می‌خو اهیم با معلوم‌بودن دو کانون‌ومقداد " 
ثابت و بیضی را از طریق نقطه‌یا بی رسم کنیم . 

حل-ت دابره‌هادی نظیر کانون 1 ر ار سم کر دهو نقعاه 1 
دلخو اه ر را برآن دایره اختیار می‌کنیم(شکل ۰۳( 
عمود منصف "[ر] پاره خط ر["] را درنقطهٌ ][ که‌ییر 
بیضی و اقع است قطع‌می کند, با تغییردادن حای‌نقطةر [ 
۷ نقاط مختلف بیضی به‌دست می آیند. 


بر دایره 
درصور تی که نمطة ر [ بر امتداد ۳ اخزبارشود» وسط ۳۲[ که‌يكث راس‌کانو نی بیشی است 


(ش ۳. ۱۰) 


مشخص خواهذ شد. 


۷۷.۳ - دایرف اصلي بیضی - بیضی به اقطلار و۲ و ۲ دا در نظر می گیریسم (شکل ۱۱۰۳) 
دایره‌ای که مر کزش مر کز بیضی و شعا ع آن ساوی 8 


با شل از دو رآأس‌کانو نی بیضی می گذرد و در آن تقاط بر 


بیضی مماص است. ا؛-ن دایره را دای؟ اصلی بیضی 


می گو ثیم. همچنین دايرة به مر کز () و به شعا ع از دو ۸ 
ان نا کادو نی می گدزد و درهمان رقاحط بر ببفشی مماس ۱ 
می‌شو د. این دایره‌را گاهی در ار تباط با بامگد اری دايرةُ 


(ش ۰.۳ ۱۱) 
۷۴ 


اصلی؛ دایر؟ فرعی بیضی گفته‌اند. 
می‌توان ملاحظه کرد که اگر خطی ازمر کز بیضی بگذرد و دایره‌های مز بور را در تقاط 

و "6 فطع کند و از اين دو نقطه دو حط موازی محورهای ناکانونی و کانولی بیضی دسم کنيی 
نقطهٌ تلاقی دو حط مرسوم نقطه‌ای از بیضی است. زیر ا اگر ]8۷ نقطه مز بور باشد دادیم: 

0۴ << < )(1 ۲0۶۵ -- 0 

,۵ << ۳0:: 01۶ - ي ۲ ۲۲۷ 
و با در نظر گر فتن معادله‌های پارامتری .ییضی. يا از حذف ۵ بت پر د پر ملاحظه می‌شود که 
این نقطه بر بیضی مفروض دواقع است. در مثلث 1[16) (شکل ۱۱.۳) بنابه قضية تالس دادیم: 

لت و ود (خاصیت مهم دير اصلی) 

از این طریق نیز می‌توان بیضی دا به وسیلاً نقطه‌یایی رسم کرد و اين دوش ترسیم بیضی زاوية 
را در معادله‌های پارامتری بیضی توجیه می کند. 


۳ خعاهای مماس دفائم بر بیضی 


۲ ۲ 
معاد 8 مما ی - اقطه هک ان و 
‌ س بر بیصی 1,۳ دابر بیضی 0 بمعاد ۱ ۲ 2۲ پا 


و او او ۲ وا دز 
اختبار می کنیم اگر ۵ خط مماس بر بیضی درنقطه , ]1۷ باشد معا له ۵۵ دا بااستفاده از آنکه ضریب 
زاویه حط مماس برمنحنی درهر نقطه بامشتق تابع باز ای محتصات عطه تماس بر ابر است می‌توان 
تعیین کرد. دراین‌مورد از معادله بیضی میتوان نوشت : 
۱ هس آ7و 7و۲ ۲۵ »را و ۲ 
و از این‌معادله ضریبز اویه مماس بر بیضی درنقطه ,]۷[ بصورت زیربدست مباً ید . 
ات رد 


0 8۲ 


و و - 
ت رسب مب سس 0 ۸ 
(, 5 ) ,87 7 7 
و با لاخره معادلهٌ مماس در نقطةً 1۷ بر بیضی در دستگاه مختصات قائم به‌صورت زیر مشخص 
می‌شود : 
۵ 87۲ کا, کااط 


۷۵ 


و جون نقطهة , 1۷ بر بیضی واقع است داریم: 


او ۱ باه 
و درنتیجه خواهیم داشت : 
تا 2 
و پس‌از تقسیم طرفین معادله‌بر "8۳ 
۰ نت ۱ 
ی ۱ 
۳ ۱ (۵-۳) 


معادله قائم بر بیضی - قائم برهرمنحنی دريك‌نقطه از آن منحنی؛ برحط مماس درهمان نقطه عمود 


است؛ بنا براين اگرخط ,۸۵ قاثئم بر بیضی مفروض ,۲ درنقطةٌ ,]۷ باشد دادیم : 
ات ۲ 


9 
1۳ 2۹ 


10۵, < - 


, تس ۲ 7 
و معاد له ۸1 به‌صو رت زیر بداست می اید 


پا آه) علاط کر 8۳ 
و پس‌از تصیم طر ین معاد له بر ۷ و باملاحئظطه آنکه ۲ ۲و است» صورت کلی معاد له 


نعط قا ثم بر بیی در نهدله (,۲ ۰۱ ,)1۷1 به‌صو رت زیر است : 


۱ 
ایح ای ۶ (۲-۳) 
۹ 


اگر مماس و فائم بر بضی در نقطه مفروض , ۷ محورکانو نی را به‌تر تیب درنقاط ۲" و ۷" 
قطع کنند (شکل ۱۳ از معادله‌های مماس و قاثم می‌توان داشت : 


د 


0 0۳۱-۲ 0۱-۰ --۱۵۲) ۰ ۲۲) 
این رابطه نشان می‌دهد که دو نمعلد 9 ‌ ۲" پبار و نیز ۳1 هت و ی تفسبم می کنند ۱ 


۷۶ 


و چون دوخط ]1 ۷ و ۷۲,۲۷ برهم عمودند. زوم نبمسازهای زاویه‌های حادث بیندوعط ۳, 1۷ 
و ۳۳ ]1۷ می‌باشند و از اینجا ویژ کی مهم زیر از ببضی اثبات می‌شود : 

قضیا خطهای عمالی « قالم دد هر نقطه ا( بیضی زاویه‌های بیی شعاعهای حامل نقطه 
تما ۱ نصف مي‌کنند . 

نقطه ]۷[ را بر بیضی مفروض ,۲ به‌کانونهای و ۴ وق ر کانسونی ۲۵ دد نظر می گیریم 
(شکل ۱۳۰۳). اکرخط 1۷۲" دایره هادی نظیر کانون "۳ ر ادرنقبلد رآ قطع کرده باشد؛ به‌مو جب 
آنچه اثبات شد عمود منصف ۳ر] از ندطة ۷۲ می گس ذرد و زاويت؟ 1,۷ را نصت ميی کند : 
بنا براین بر یضی مماس است . 

از اینجا می‌توان نثبجه گرفت : 

قضیه -قرینة هرک نون بیضی نسبت به حط ممای بر 
بیضی پر دایره هادی نظیر کانون دیگر وافع است در به 
عکی. 

اگر ]۲ وسط باره حط ر[۳ و () وسط ۲۳۲ 


(مر کز یضی) باشد. و ح< ورن و بنابراین: 


(ش ۳. ۲۱۳ 


قضیه تصویر هرک نون بیضی (وي خط عماس بر بیضی» بر دابره «صلی بیضی واقسح ات 


رسیم مماس بر بیضی 
اه سم مماس بر بیضی از يك نقطه - اگر تعّطةً دز بر بیفی و افع پاش دماز زاو بة برو نی 


بین شماعهای حامل نقطةٌ 0 همان طی است که درنقطةٌ ط برییضی مماس است ۰ 

چنانچه نفطٌ مفروض 1۳ بر بیضی وافم نباشد, برای ترسیم مماس ملاحظه می کنیم که نقطهُ 
, فرینة کانون ۳ نسبت به‌سماس مطلوب ازيك طرف بردايرة هادی نذیر کانون "1 واقع است و 
از طر فی بردایره‌ای ات که بر کز ظ و به‌شما ع ۳۳ رسم می‌شود. بنابراين دايرة به‌مر کز ۴ 
و به‌شما ع ۳۲ دايرة هادی نظیر کانون "۲ را در نقطه 
ر قطع می کند و پس‌از مثخص شدن نقطةٌ ر[ عمود - 
منصف ,]۴ را که همان مماس مطلوب است: می‌تسوان ‏ م 
رسم کرد (شکل ۱۴۰۳).برحس ب آن که دايسرة بهمر کز رت 
۳ و به‌شعاع 1 بادایرة هادی نظیر کانون "۳ متقاطع 


بوده یا بر آن مماس شود وباآن که با دايرة هادی هیچ 


مس پر 


(ش ۱۳۰۳) 


مطة مدتر له رذاشته باشده مسثله دار اي دو با جر اب بوده و با آن که جو اب ندارد . 


۷۷ 


برای آن که دو دایر؛ مذ کور متقاطم باشند لازم است که رسم مثلث ر]"۴۳ با معلوم 
بودن سدضلع ۲۳۳ و ۳ در[ و ۲۵ در[ میسر باشد؛ و دسم این مثلث درصورتی ممکن 
است که هرضلم آن کوچکنر از مجموع دونلع دیکُر باشدء یمنی باید ناصاویهای زیر توام 
پرقر از ناد : 
۲ ۲ > و۲ )۱ 
۴۳۶۵ ۳۳ )۲( 
1-۶۵ ۳۳۳ > "۲۳ (۳) 
اما درمثلت ۳۳۲ همو اره داریم: 
۰۲ > ۳۳ 
۲۰ ۳۳ ۳۳۰ 
و چود در بیضی هميشه داریم : ۲6 << و ۲ نامساویهای (۲) و (۳) همواره برقر ارند و بنا بر این 
شرط امکان مسئله منجر به‌این می‌شود که داشته باشیم : 
۵ < 1۳۳۲+ ۳۲ 
و از نامساوی اخیر ءعلوم می‌شود که نقطهٌ ۲ باید ددبردن یضی با روی بیضی واقع باشد . 
اگر نقطهُ ‏ دربرون یضی باشد» مسثله دارای دوجواب است . 
چنانچه ۴ روی بیضی باشد» دودایرة مذ کور برهم‌مماس می‌شو ند و چنانکه قبلا نيزدیدیم 
مسئله دارای يك‌جو اب است . 
هر گاه ۳ دردرون بیضی باشد, مسئله جواب ندارو . 


ب س دسم مماس به‌مو از ات امتداد معین - ۱ گر ۳۹ 


امتداد ۵ و بیضی ر۲ به‌کانسونهای 7[ و ۲۳۳ و ۳ 
مقدار ثایت ۲۵ مفروض باشند. (شکل ۱۵.۳ 0 
برای رسم مماس مواذی ۵ بر یضی ملاحظه 
می کنیم که قرینه کانون ] نسیت بمماس مطلوب: 


تعبین قرينة کانون 0 نسبت بهمماس باید از نقطه 


۳ برخط مماس عمود رسم کنیم و اين عمود بر (ش ۱۵.۳) 

خط ۵ نیزعمود است؛ پس| گر از نقطه ] عمودی 

بر خط ۵ رسم کنیم و این عمود دایرة هادی‌کانون ۲۲ رادر نقطهٌُ ر[ قطم کند؛ نحط (] مود منصف 
باره عط ر] ۳ جواب مستئله است . 


۷۸ 


حیلی که از نقطهٌ »1 بر امتداد ۸۵ عمود دسم می‌شود دايرءه هادی کانون "۲ را در دود نفطه 
قطم می کند (چرا؟) بن براین مسئله همواره دو جواب دارد . 

بررای حل این مستله ازویژ گی دبگر خحط مماص نیز می‌توان استفاده کرد, زیرا عطی که از 
کانون ۳ برحط ۸ و درنتبجه برعط مماس عمود باشد» مماس دا در نقطه‌ای واقع بردایرة اصلی 
قطم می کند. بنابراین ا گر عمود مرسوم از نقطة 1 برامتداد ۸۵ دايسره اصلی دا در نقطةً 77 فطم 
کند» خحطی که در نقطه ] بر ]۳1 عمود شود بر بیضی مماس خواهد بود. از این‌دوش ترسیم نیز 
می‌تو ان نتیجه کر فت که مسئله و او دوجو اب دارد . 

در نتبجه می تو آن گفت : 

بر بیضی مفروض به‌موازات هر امتداد همواره دو مماس مي‌توان زسم کرد. به‌آسانی ثابت 
می‌شود که مماسهای مزبور تسبت به‌مر کز یضی قرینةً یکدیگر ند. 

این موضو ع را با دوش تحلیلی نیز به سادگی می‌توان ابت کرد. زیرا اگر معادلاٌ یضی 
را بعصورت ۵۲۲ ۵۲۲۲ وا در نظرگر فته و حط ۸۵ را با ضریب زاویه‌ای ح۲ فرض 
کنیم»معاد له هر نعط (] موازی‌با ۵به‌صورت ,1-2 پروور- بو خواهد بود و پارامتر 2 را چنان‌باید 
حساب کنیم که خط (] بر یضی مماس باشد . اما لو اهای‌نقاط تلاقی عط (] با بیضی جوایهای 


معاد لههای زير ند : 
۲ ۲-۵۲۲۲اط 
۲05-۳۸ 
از این معادله‌ها معادله درجه دوم : 
۰ 2-۲۱۵۲ و۸ ۲-۲۵ د(۲ ق؟ و ها) )۳( 


حاصل می‌شود و برای اينکه خط (] بر بیضی مماس باشد ؛ لازم است . را چنان تعیین کنیم که 
میین معادلةٌ (ر) مساوری صفر باشد یعنی: 
3 | 
۰ ( ۲2۱و و اون او ه) هس 
ان این رابطه ۲و۲ و۲ ود ۸.۲ حاصل می‌شودودیدهمی شود که به از ای‌هرمقد ار 100 بر ای,#دو مقدار 


حیفی بدست‌می آ ید یعنی به‌مو از ات‌هر امتداد با ضر یب زاویه‌ای 0و( دوخط مماس بر بیضی‌وجوددارد. 
یادداشت - ثا بت می‌شود که مقدار 8 مساحت بیضی به اقطار ۲8 و ۲ از دستور: 


به‌د ست می اید. 


۷۹ 


(۲-۳) - هذلولی 
۳ هر یف .. هذ لو لی مکان هندسی نقطه‌ها ثی از يك‌صفحه‌است که قدر مطای‌تفاضل فاصله‌های 
هريك از آنها ازدونقطةٌ ثا بت‌صفحه مقداری ثابت است و این مقدار ثشابت کوچکتر از فاصلةً دو 
سمطهً ثایت است. 

در هذ لولی هريك از دو نقطةٌ ثا بت را يكك کانون و فاصلهة آنها را فاصلة کانونی و تفاضل 
فامله‌های هر نقطةٌ هذ لو لی را از کانو نها مقدادثاجت 
هذ لو لی می‌نامیم. 

«عمولا کانو نهای هذ لولی را ۳ ۳ و 1 
و فاصله‌کانونها را با ۲6 و مقدار ثابت رابا۲۵ 
نمایش میدهیم (شکل ۱۶۰۳) ۰ 

هر گاه 3 نقطه‌ای از هد لولی باشد . 
1-۲ -- ۷1۲۲-۷1 است که در آن و ۲همان 


مقدار ثابت هذلو لی است. 


۳ . ۲ ۰ 5 2 ب وتو اب 
وش وی ارت ازموکزهد لو لی‌می تامیم و بنا به تعریف‌هد لو لی ه_-۳ است. به‌اسانی می تو ان‌دید که 


س ی 
هر قدر سم کوچکتر باشد نمطهٌ ]۷ به‌عمود منصف ۲۲۳ نزویکتر خواهد بود یرجه َّ به ۱ 
نزویکتر باشد هذاولی به دونیم حط] و "هو" نزدیکتر می‌باشد. 

می تم آن دید که هذلو لی نیز تسبت به حط ۳۳ که از دو کانون‌ان می گذردوهم چنین نسبت 
به مور منصف پاره حط ۳۲۳۲ و در نتیجه نسبت به نفقْطهٌ () وسط این باره حط متقارن است. 


۳ - معاد ۷ هذلولی - دستگاه مختصات 
فائم ول را چنان اختبار می‌ کنيم که نفطه () 
بر وسط ۲۲۲ و میجور >«() برعط "۳ منطبق 
و محور 1۷) عمود منصف پاره حط ۲۲۳ باشد 
(شکل ۱۷۰۳) در ایی صورت نسبت به دستگاه 
«ختصات مر بود (ه «ع)۳ و (ه دی-) ۲۳ 
است و ا گر نقطه (۲ « >)]۷ نقطه‌ای ازهذ لو لی 


مفروض باشد: به موجب تعر یف داریم: 


> پر 


(۱) [۷1۳۳-۷1۳ - 1-۵ 
۲) ۱۳-۱ ۲-۵ ۴ 


۲+ ۲(ع + عر) / ۷۳ (۳) 


واگر اين عبارات را در تساوی (۱) قراد دهیم رابطه بین مختصات هرنقطةً شکل به‌صورت زیر 


یدست ميآید 0 
8 سد ۲ رود (-) /1- ۷/۹۳ 
بر ای تبدیل معادله به‌صورت كلي وسادة‌آن» به‌تر تیب زیر عمل می کنیم : 
۲4۲( ) /] دود - ۵+۲ +1/)۲ 


و چون هريك از عبارات دو طرف دا به‌توان ۲ برسایم برابریهایی 


1 2 ۲و سب ۲ 1 رف یگ , اروش 
بدست ميآید که چون دو عبارت طر فین را مر بع کرده و و سح ۲و - 6۲ در نظر بگيريم» باروشی 


مشابه آنجه در بیضی ار امه شد معاد له هذ لو لی نسبت به دستگاه مختصات منطبق بر محورهای آن 
ب‌صورت زیر حلاصه می‌شود : 


5 
)۸-۳( ِ 
8 


هر گاه وستگاه مختصات با محورهای هد لو ای موازی و اما میداٌ مبختصات بر و سط ۳۳ 
منطبق نباشد ۳ تمه )۸ ۱ 9۹0 وسط ۳۳ با شل معاد له هد لو لی بفصو رت رن تجو اهد بود؛ 


۸ 


از رن 
و | (-ه) 


تبصره ‏ اگر در تعیین معا د له هد او لی محود ط 
عرضها را برعط 1*۳ اختبار کنيم: معادله هذ لو لی بدصورت زیر حواهد بود : 


و لها دا بر عمود ممف ۳۷۲ و محور 


کی کی ۳۳ محورها,ء مر گز » ر آسها وفسر های هذلو لی از معاد لثهد لو ای ( به‌صورت ۳ به‌ار ای 


ه < ۷ دو مقدار و -- و وت حد + بدست می‌ ایند و دثان می‌رهند کد هد لو ای محوز ها را 


۸1 


در دونقطه ار و ار به طولهای مذ کور فطع می کند. نقاط ر و ار مزبور را رأسها و پاره حط 
"۹۹ را قطر 6نوني یا قطر حقبقی هذ لولی می گوئیم. همانطور که در مورد بیضی ذکرشد» در 
هذ لو ای نیز وقتی > را به‌یو- تبدیل کنیم و بو ثابت باشد؛ معادله تفییر نمی کند واین موضوع 
نان می‌دهد که هذ لو لی‌نسبت به محور بو متقادن است و به‌همین_تر تیب ثا بت‌می‌شود که‌هذ لو لی 
نسبت به محور اهر تقارن دارو وسر انجام نتیجه می گير یم که هذلولی اسبت به‌نقطه() وسط ۲ "۳ 
متقارن است. 

خط "۲ ترا که بر دوکانون‌هذ لولی می گذرد مجود کانونی وعمود منصف آنرا محورناک نونی 
و لفط () وسط ۲۳۲ را مرکز هذ لولی می گوئيم . 

بطوریکه ذکر شد نقاط (ه « )۸ و (ه «و-) از هذلولی برمحور کانونی واقعند 
د از این روی پاره‌عط 4 اد ۲8۵ دا که‌برمحور کانونی است؛ قطر کانونی‌هذ لولی می گوئیم. 
با توجه به‌آیکه در معارله هذ او لی ؟و - وج آو[است می‌تو ان دید که اگسر ه دعر باشد 
مقادیر ۲ که از معادلهٌ هذ لو لی بدست می‌آیند حقیقی نیستند و این موضوع نشان می‌دهد که 
منحنی با مجور ۷ ها نقطه‌مشتر کی‌ندادد» ضمناً از دو قمت جدا ازهم پدید می‌آید که هر يك از 
آنها دريك‌طرف‌محود و و است. با توجه به‌اهمیت پادامتر ‏ در وضع منحنی نقاط 3[ و 9 به 
عرضهای و و و - واقع برمحور او گاهی «اسییای غیرحقیفی هذ لولی و پاره حط ۳1 که 
دونقطة مز بور رابه‌هم وصل می‌کند» قطر غیر حقبتی هذ لولی نامیده می‌شود. 


۴ درون و بردن هذلولی - کسرچه هذ لولی يك منحنی بسته نبست ولی به تقلید از بیضی 

می‌توان بر ای‌هذ لو لی‌هم درون و برون‌آنر| تعریف کرو. هرهذ لو لی‌صفحه را به‌سه‌ناحیه‌درون؛ برون 

و روی‌آن بخش می کند. نقطه‌ای در درون ؛ در برون یاروی هذ لو لی قرار دارد هر گاه قدر مطلق 

تفاضل فاصله‌های آن از دو کانون هذ لو لی به‌تر تیب بزر گتر از» کوجکتر از یابرابر با ۵ ۲ باشد, 
(تمرین : يك هذ لولی بکشید و اين ناحیه‌ها را مشخص کنبد.) 


۴ - مجانبهای هذ لو لی - ازحل 7 برحسب عر درمعاد له 


نتوجه می‌شود که : 


و می‌بینيم هنگامی که عد به مه -- می گراید روی یکی از شاخه‌های هذلولی ب به مه 4 وروی 


زر 


دیگری بز به مه -می گراید. همچنین وقتی که به مه - می گر ایدروی‌یکی ازشاخه‌ها زبه‌مه 4 
و دوی دیگری‌توبه 0 .- می گر اید. پس هرهدذ لو لی چهارشاخه بی کران داردکه دوی‌آنها قدر 
مطلفهای و و بآ به مه می گر ایند . 

یکی‌از شاخه‌ها مثلا آنکه به (مه + ,مه د) می‌رود در نظر می گیر یم؛ معادله نعط 


طّ 
مجانب بر این شاه به‌صورت کر و می‌ باشد تا محاسبه مجا تبهای سایر شاه ها 


به نثبجه‌های زير می‌زسیم : 
(الف) حط _ مجا نب دوشاخه ( 00,40 -4) و (00 - ,هه -) می‌باشد 
(ب) خط .توس رو مجانی‌ووشاخه (هه وه -) و(هه - رمه )یبد 


درحالتی که مر کز هذ لولی نسبت به دستگاه مختصات قائم نقطةٌ (8 « 0),() وهذ لولی به 
اقطار ۲۵ و ۲ باشد» مجانبهای هذلولی دارای معادلههائی به‌صورت‌های زیر می‌باشند: 


)۱۰-۳( 


ار بات 
)0 65 ق] ۲ 


مثال ۰۱ معارله‌های مجانبهای هذ لولی بهمعار لة: 


به‌اين صور ند : 


مئال ۲- هذ لولی بهمعار له : 


۲-9-۱۱ تح 
7 (۱->) 
دارای مجانبهای زیر است : 
(۱ )۲ ع ۱ - ۷ 
پا ۱ -- ۲۷6 / 


۷-۳ - مد 7 


ت_ 


۸۳ 


۳,۳ هد لو لی معساویالقطر ین - چنانکه دیدیم درهذ لولی اندازه‌های دوقطر ۲ و ۲ 
هتد و به‌آسانی می‌توان دید که گر مستطیلی چنان بنا کنیم که مررکز آن مر کز هذ لو لی‌واضلاع 
آن موازی باایحورهای هذ لو لی و آنکه موازی محورکانونی است به‌اندازة و۲ وآنکه مسوازی 
میمورناکانونی است‌به اندازة و۲ باشده امتدادقطرهای این ستطیل ضریهای وهای ۲ ظ- 
هستد وامتدادهای دومجانب هذلولی دا مشخص 
می‌کنند. حال اگر دريك هذ لولی و[ ی باشد» 
متطیل مز بور بهمر بع تبدیل می‌شود و مجانب- 
های آن بریکدیگر عمودند. این گونه هذ لولی 
را مساوی القطرین ( و گاهی ماوی‌السافین) 
گفته اند (شکل ۳ 


از رابطهً ا-- 6-۲ می‌توان دید که (لن ۰۳ ۱۸) 


هر گاه درهذ لو لی ر[ -- و باشد؛ ۲۵8۲« ۲ و ددنتیجه /و دم است و ددرایین صورت ممعادلهةً 
هذلولی به‌صورتهای سادة 


و با 


نوشته می‌شود . 


مثال.ه معادلهةً (- 5-۲ ساده تر ین هذ لو بی مساویالقطر ین دا که محورهای آن بر 
محورهای طو لها و عرضها ازصنیعةً بختصات منطبق و مرکزآن پرمبداً مختصات واقع است مشخص 
می‌کند . 


۷.۳.۳ دایر وهای هادی هذ لولی - درهذ لولی‌نیز هردایره که مرکز آن یکی از دو کانون دشعاع 
آن م۲ (اندازة قطر کانونی یا عدر ثابت هذلولی) باشد» دایره هادی نظیر آن کانون هذ لو لی 
نامیده می‌شود. بنابراین هرهذ لو لی دادای دو دايرة هادی است که سبت بهمحسور ساکانونی و 
همچنین نسبت بعمر کز هذ لو لی قرینه یکدیگر ند . 

قضیه - هرنفطة هدلولی «زبند کانون و دایر؛ هادی نظیر نون دیگر به يك فاصله است 2 
به عکسی» هرنقطة صفحه‌که ازيك ک نون هذلولی و دایرة هادی نظیر کانون دیگر آن به‌يك فاصله 
باشد» پر هدلولی داقم است . 


وک 


برهاد درشکل(۱۹۰۴۳) هر گاه۷ نقطه‌ایازهذ لولی مفروض و (۲۵ ۰۱ )6 دایره هادی 
نظیر کانون "۳ ازهذ لولی و ر[ نفطةٌ تلافی پاده‌عط "۷۳ با دایرة از) باشد؛ به‌موجب تعریف 
هد لولی ۵ 1۲۲-1۲ 
از طر فی رآ[ بر دايرة هادی 6 واقم است و 
نا براين دادیم : 

۵ <-ر] ]1۷ - ۱۷۲۳۲ حر]"۳ 
ازمقایسةٌ اين دو رابطه نتیجه می‌شود : 
۳ حت ر] ]1۱ 

به عکس؛ در شکل (۱۹۰۳) چنانچه 
۳ ح- ر][۷] باشد. این تساوی رامی‌توان به 
1۳۰-۳ -- ,]۷۳۷-۷[ تبدیل کرد 
که چون ۲8--ر] "۲ --ر][]1 - "۷۳ است» ۲8 -- ۷۳[ - ]۷[ واين رابطه نشان می‌دهد 
که نقطاٌ 1[ برهذ لو لی مفروض داقع است . 


از اینجا می‌توان گفت: 


قضیه - هدلولی مکانن هندسی عراکز داپره‌هائیاست‌که ازيك کا نون بگددند و بردایرةٌ هادی 
نظیر کانون دیگر عماس باشند . 

و ازاين ویژگی» تعر یف دیگری به‌صورت زیر برای هذ لولی می‌توان داشت : 

هدئولی. مکان هندسی نفحه‌هایی است‌که ازیلك دایره و از بلك نفط؛ ثابت داح د< پراد 
آ ی دایره به‌يك فاصله پاشند . 

با استفاده اذاين ویژگی, هذ لولی را به كمك دایره هادی بامعلوم بودن 8 و 6 اد توت 
نفطه‌یا یی می‌تو آن رسم کرد. روش تعبین نقطه‌ها عیاً همان است که درمورد یضی ذکرشد . 


۴ دایر؟ اصلی طذلو لی - دایره‌ای را که 
مر کزش مر کز هذ لولی و شعاع آن نصف قطر 
کانونی باشد. دایر؛اصلی هذلولی می‌گو یم 
(شکل ۲۰.۳) 

روشن است که داير: اصلی از دو رأس 
کانونی هذ لو لی می گذرد و در آن نقطه‌ها بر 
هذ لولی مماس است. 


۸۵ 


۳.۳ خط‌های مماس وقائم بر هذ لو لی - هر گاه تفعله [۷ ۱ ۱۷۹ را بر هد لو لی ]] به 
ماد له : 
2 


انعتیار کنيم و فرض کنیم خحط (] دد این‌تقطه برهذ لو لی مماس است؛ معادلهٌ ([ با دوشی که درمورد 


بیضی دیدیم ۰ 


0 


پصورت ؛ 
بدست میا ید . 


)۱۱-۳( 0 : 


از طر فی می‌دانیم که ا کر حط ۵ در نفطه ‏ ۲۷۲ برحط ([ عمود باشد دار یم : 


2 
و ۳۵ 
پس‌معاد له فا ئم پر منحمی در نفطة 1۷1 به‌صورت زیر بدست میا ید : 
۱ - 
۲ ۲ 
۱ مس تیه : ۸۵ (۱۲-۳) 


نتبچه. هر گاه [" و ۷ نةاحل تقاطع مماس و قائم سطةٌ ۷ پا محور کانو نی هذ لو لی باشند 
(شکل ۲۱.۳). از معادله‌های فوق می‌توان داشت : 
۲ 


مس 9 
--1() و 8( 
م2 3 

و ازاین دو رابطه نتیجه می‌شود : 


0۰-0۳۲ --8) ۰ 0۲ 
و این تساوی نثان می‌دهد که نقاط ۲" و 
پاره عط ]۲ را بهسیت تواففی 
تقیم می کنند وجون دو خط 81,1 و 
1,۷ بریکدیگر عمودند. زاو یه‌های بین 
دوشعا ع حامل را تصف می کنند. یعنی : 
. قضیات تحطوط میابی و قائم دد هرنقطه از هذلولی زادده‌های بیی‌شعاعهای حاملآن نقطه 
(۱ نصف عی کنند . 


(شن ۲۱۰۳) 


با استفاده ازاين ویذ گی مماس و قاثئم. قضیدهای زیر را می‌توان ثابت کرد . 

قضیها ٩‏ - قرینة هرک نون هدلولی نسبت به هرخط همامی بر آید» بردایوه هادق طبر کانون 
دیگر داقع ام 

قضیه ۳ - تصویرهرکانون هدلولی نوا هت هن پرآن عنحنی» بردابر؛ٌ اصلی دقع است. 


۸۶ 


پرهان - هر گاه خل (] در نقطهٌ ۷1 برهذلولی ]] به‌کانونهای "] و 17 و به‌قطر کانونی 
۸ مماس باشد. پاره حط "1 دايرة هادی نظبر کانون "۳ را در نقطة ر[ قطع می کند و 
۰ -- 11۲ (شکل ۳ ازذطر فی مماس (۲ 6 
نیمسازز اويةً ۳۲1۳ است بنابراین برحط ر۳ ۷ 


عمود است و آن باره حط راصف می کند بعنی 


قرینة کانون ۳ بت به‌سماس ([ بر دايرهٌ هادی 
نظیر کانوت ۲۰ واقح فیرحت 

اگر نقطة () وسط ر] رایهنةطة () وسط ‏ . (فکل ۲۲.۳) 
ز 0 وصل کنیم» داریم: 


یعنی نقطهٌ "() تصو یر کانون *[ برخط مماس زوی دايرةٌ اصلی هد لولی واقع است. 

محثلا -٩‏ می‌خواهيم در نطةٌ ]۷[ و اقع برهذلولی مفروض خطی مماس بر آن دسم کنیم . 

حل - باتوجه به‌آنچه اثبات شد. اگرنقطة مز بور رابه‌کانونهای هد لولی وصل کنیم» نیمساز 
واه فا غهای نان زین نله ناس مطاوت سس 

مستللا ۴ می نز اهیم از يك نقطه که برهذ لولی و اقم نیست خطی بر آن مماس کنیم . 

حل- باتوجه به‌آنکه قرينة کانون ] نسبت به حط مماس يردايسرة هادی نظبر کانون دیگر 
واقع است؛ بهمر کز ۳ و شعا ع ۳ دایره‌ای 
رسم می کنیم؛ اگر این دایره دايرة هادی نظیر 
کانون "۲ را درنقطةٌ ر[ قطم کند» نیمساز زاوية 
۲ بر هد لولی مماس است (شکل ۰/۲۳۰۳ 
برحسب آنکه دایرةٌ به‌مر کز ۳ و به‌شعاع ۳۲۲ 
بادايرة هادی نظیر کانون "۲ متقاطع بوده یا بر آن 
مماس شود و يا آن که با دایرةٌ هادی هیچ لفط 


مشتر لد ند اشته باشد ۳ دار اي دو يا يك‌جو اب 


(ش ۲۳۰۳) 


است و با آن که حواب ندارد . 


برای‌آن که دودایرةٌ مد کور متفاطح باشتد لارم است که‌رسم مثلت ر ]۳۳ با معلوم بودن 
سه ضلم ۳۳۲ و۲۲ درا و ۲۵->ر]۲۲ میسر باشد ‏ و رسم این مثلت درصودتی ممکن‌است 


۸۲ 


که هرضلم آن کوچکتر ازمجمو ع دوضلم دیگر باشد, یعنی باید نامساوبهای زیر توآماً برقرار 


باشند : 


(۱) ۲۵ > 1 ۲ 
(۲) ۳۳ > ۳۲۷۵ 
(۳ ۳۳۲۲ > ۳۳۸-۲۵ 


۳ 
۳ 


اما در مثلت ۳۲۳۲ همو اره داریم: 
ب > 


حون در هذ لو لی همیشه دار یم ۲۷ ۰۲ تامساوی (۱) معلمشا هبو ازه بر گر از است. 
در بارةٌ نامساویهای (۲) و (۳) می‌توان‌آنها را به‌صورتهای زیر نوشت: 
۳۳-۳ < ۱۵ 
۳۲ - 1۳۲۲ < ۲۵ 
و هر دو تامساوی ار ؛ ]گر قدر ءعالق ار فهای دومآ نها رادر نظر بگیر یم ۰ این معنی ۳ می زر سانند 
که نمّطهٌ (] باید در برون هد لو لی و با آنکه روی هد لو لی واقع باشا.. 
اک ۳ در برون هذ لو لی باشد؛ سئله دارای دو جواب است. 
چنانجه ۳ روی هذلولی باشد نقطهٌ ر] روی"۲<] خواهد بود و دو دابره بریکدیگر مماس 
می‌شو ند و جنانکه قبلا نیز دیدیم مسئله يك جو اب دادد. 
هر گاه ۳ در برون هذ او لی باشد» مستاه جو اب ندارد. 
حل - با توجه به‌آنکه تصویر هر کانون 
هد لو ی بر حط مماس بر دایرة اصلی و اقع‌است. 
از نمطة ۲۳ عطی بر امتداد ۵ تمود زر سم می کنیم 
(شک ۳ . اگر این عمود دایرهُ اصلی‌دا دد 
نقطه 1 قطع کند خی که از نمّطه ۲ مو ازی ك 
رس شو و برهذ او لی مماس است. 
شرا ط جود جو اب آن اس که عه‌ودی کد 
از نقطهٌ [ برامتداد م۵ رسم می کتیم دایرة اصلی 


را قطع کند و لارهه این اعر است 4٩3‏ مود (ششی ۳.۳) 


۸۸ 


مرسوم در درون زاو ب"] ۳۳۲" باشد که بين دو هماس مرسوم از کانون ۲ بر دایره اصلی بدیده‌ی آید 
اما ۳( و "۲() امتداده‌ای مجا نبهای هد لو لی ۳ مشخص می کنند (جر ا 1 بنا بر این‌شر ط وجود 
جواب آن است کدنوط ,۸ که‌از مر کز حذ لو لی مو ازی ۵1 سح می‌شود در برون هد لو لی واقع شود 


و در این‌صو رت مسئلد دو جو اب دارد. 


۷ 1 
۳-۳۱ سهمی 
۳ - تعر يف -ه سهمی مکان هندسی نقاطی است از 1 ۱ 
صفحه که از يك نقطةٌ ثابت و يك خط ثابت وافع بر آن 
صفحد به يك فاصله باشند و نهطه ثابت روی خط ثابت (ی 6۲۵.۳ ۱ 0 


کت 2 


عط ابت (] را هادي ونقطهٌ ثابت ۳ را کانون ۶ فاصلةٌ کانون را از نعط هادی باداهتر 
سهمی گوئیم . (شکل ۲۵.۳) . 

پار امتر سهمی ز | معمو لا باحر ف نما یش ‌می‌دهيم . 
از نظر هندسی وقتی که کانون و حط هادی داده شده باشند . سهمی مشخص است. در سهمی نیز 


باره حطی کد يكنفطةٌ منحتی را به کانون وصل می کند شعاغ حاهل آن نقطه تامرلخ می‌شو د. 


۰۳ .م معادله سهمی - سهمی_ به.کانون ۲ و 
خط هادی () را در نظر می گیریم. از ] خی . 
بر(] عمود می کنیم و پای عمود دا ]| می‌ناميم. 
وسط ] 11 را مبدا مخدسات‌ و امتداد ] آراامنداد 
محور رها و جهت از()به ] را جهس‌مثبت‌می گیریم 
و محور وها را بگونه مناسبی اختبار می کنیم . 
اینك ازنقطهد لخواه (۲ « ع) ]۷[ رویسهمی پاره 
خط ر]]۷: دایر(] عمودمی کنيم و از تعر بف‌سهمی 
نتیجه می گیریم ک۷/4,] ۱۳ (شکل ۰۳ ۲۶). (ش ۰۳ ۶)- 


اما مختصات, ] بر ابر با( ه «) ومختصات ۲۲ بر ابر با ) .سل ) می باشند ک۰ ۲ پار امتر 
سهمی وبر ابر با ۲]1]است. 
با ی بر ال ] 


اک 


+۲( بر ) / < ۷۲۲ 
وجون ۷۳ - ]1,۱۷ پس : 


مود او+ ۳( ۰-۲ ۷ 


و اين معادله پس از اختصار به صورت زیر تبدیل می‌شود : 


)۱۳2۳( ۱ ۲ ۲ ۱ 


از معاو له سه#می نتایج دیر بدسست میآ یند : ۱ 

۱) در سهمی عمود مرسوم ازکانون برخط هادیء محور ثقارن است و به‌همین علت عمود 
مرسوم ازکانون بر خط‌هادی را محود سهمی می گو تیم. 

۲( محور سهمی آن را فقط در 1۳ 0 وسط ]۳ قطع می کند و این نقطه‌ر | که نزدیکتر ین 
نله سهمی به‌کانو ن و حمل هادی است» دس سهمی می گو ثیم. 

۳) سهمی و کانون‌آن در يك‌طر ف حط هادی واقعند. 

۶ مدورهای محتجیات به تر تییی اختباد شو ند 45 محود عرضها برمحور سهمي منطبق با شد 
و محور طولها از کانون و حط هادی به فاصلهً مساوی اختبار شود : معاد له سهمی به صورت 


هر گاه راس سهمی به مختصات و و ۵ و محورهای مختصات به‌تر تيب با محوروخط هادی 


سهمی مر ازی باشند معادلا سهمی به‌صورت زیرخو اهد برد: 


)۱۳-۳( )۷- 86(۲ << ۲ 0۱ - 0( 


۳ - درون و برون سهمی ‏ سهمی‌هم گرچه يك ماحنی بسته نیست و لی‌مانند هذلولی برایش 
درون و برون‌تعریف می‌کنيم, هرسهمی صفحه را به سه ناحیه بخش می کند که درون برون ودوی 
سهمی نامیده مبشو ند.نقطه‌ای دردرونیا برون یاروی سهمی است‌هر گاه‌فاصله آن نقطه تاکانون سهمی 
به ترتیب کوحکتر ازیا بزر کتر از بابرابر بافاصله آن نقطه تا نحط هادی باشد.(تمرین: يكسهمی 
بکتیف اد ناحبه‌های با لا را مخخص کنید.) 


و کش ۳ خطهای مماس وقالم بر سهمی- سهمی به معا د له ۳ ۲ ۷ را در نظر گر فته و نقطة 
۷ , ,)۷ را بر آن اختیاد می کنیم (شکل ۲۷۰۳) ضریب ذاوبه حط ۸۵ را که درنقطه 1۷ 


بر سهمی مماس است بصو رت زير بدست می آوریم: 


۹۰ 


77 وال ج 2۲6 ۲۱۷ 


وچ مس 
نز 


شا بر این معادلة مماص به‌صورت ردیر مشخص می‌شود : 
۲ 
و با ملاحظه آ نکه دار یم : را 1 


معا د له قو ۵ا #صو رت دیر خحلا صه‌می شود : 


( اج - .۳ (۱۵-۳) 


ار راس سهمی به مختصات» و 
با غدهعاد #مماس بر آل‌در قطه(, ۷ ن 16۹ 


ب‌صو رت زیر است : 


(۲۵ - ,)اه عد (۵ -< ب)(6 -,۲) 
همین بر تیب دید ه می‌شور که معا لذقائم بر سهمی ور قطه ۷ (احط ۵( به‌صر رت ون اسنته 


ار 0 ,۷ (۱۶-۳) 


هر گاه ۲" و ۷[ به‌تر تیب نقاط تلاقی مماس و قائم درنقطه [۷! با یحور سهمی باشند ء با 
استفاده از معادله‌های مماس و فائم معلوم می‌شو د که : 


0۲ و ود ات () 


و درز شیجد: 


ی می‌دانیم که سب ](). ۹ 
قائم الز اریه 1۷ باره خط ۷۸۳ سانه نظیر وتر است و ۳۲ << ]۳ ۷۳ و از اینجا 
می‌توان نتیحه گر فت: 

۸ مر < ] ]۳1۷ م 


۷ 7 1 ۷1یا 7 
یی مماس دز نقطه ]۷ برسهمی نبمساز زاویه‌ای است که بين نعا ع حامل نقعطه ]۷[ و عمودمرسوم 


۹۱ 


از ۷ بر ععل هادی بدید می‌آبد. نیز می‌توان دید که : 
۷۷ مت ]۳۱۱۲۷ 7 


۸ 7۳۱۱۷ 
یعنی فائم برسهمی در نقّطه ۷ بمساز زاو یه حارجی بین‌شعا ع حامل و حطی است که از نمطهٌ ]۱۷ 
بر نحط هادی عمو د شود و با ناحره قضيهٌ زیر تابت شده است : 
قضیه _ حطیای مماس : فاثم بر سهمی نیمسازهای زادیه‌هانی هستند که بین شعاغ حامل 
دقطه و حطی که از نقطه مفردضی عمود بر خط هادی «سم شودء بدید ميا یند . 


۷ 7/۳۷ چ- 


حفتها را به‌تر نب ددنفاط [ و لا قطم کنند و قطهُ ([ تصو یر قطة 81 بر محور حفتها باشد» 
امعالاحا ۲ و 1۳ را ره ثرا نب فصت حمامیوتست فا نقدله 11 بر محور خحفتها می‌تاميم. تحت 
مماص‌و تحت فائم سهمی داد ای وی گی‌هائی‌هسنند که در اين بخش‌می تو ان آ نها رابررسی کرد. 


بطوری که در شکل (۲۷۰۳) دیده می‌شود » دز سهمی , << )6 و از طرفی دیدیم که 
مبر 0 شبن ۵-03-08 

یعنی : تست فائم نقطة ]۷ سهمی عسااق است با پاداهتر سهمی. 

از طرفی .»۱ 6۱۲3 و چنانکه دیدیم یو -- 1() است و این تساوبها زبان می‌دهند 
که نعَطه () ؛دد ۲ ا-ت. بابر این می‌وان گفت: 

قسمهات دد سییمی تحت ثائم مقداد ثابت داند و براق همه نفطه‌هاق سدمی مسادی‌پازاهتر 


7 
میتی است 3 ی سیذمی پروسط فحت مماسزاشم یی 


۴ ۴۰ ۰ رسم سهبی سهمی را هم بفومیلاً حر کت مداوم و هم ازطریق نقطدبا بی می‌توان رصم 
کرد. بداین طریق که ا گر يك سرانخی به‌طول‌بعین[ را درلقطهة م] کانون سهمی ثابت کرده وتر دیگر 
*ن را یدنقطة ۷ منتهاالید يك ضلع قائم گونیا که ورازای آن مساوی [ است وصل کنیم و ضلع 
اک 0 ویک راشای ی 
هادی سهمی فر از دهیم و وه ولم ۳ چذان‌بر نخ 
و له کو نا تکیدرهیم که مطابق شکل (۲۸۰۳) هر 
دو قطعه ۱۱۲ و ۷ ۷۱ از نخ در حال کشیده و 
کمی متکی بر لذ کو نیا باشد نقطة ]۷[ ازصفحه 
در وضعی ور ار می گیرد کد ([ ۰+۷ ۷۲۳ 
1 ۷۱۱ -41,] ۱۷ 


1 


و در نتبجه ر| ]۸۳۰-۸ است: یی ۷ نقطدای از سهمی بدکانون ]و بعط هادی (] است ی 


ودر وضمی که در هرحال دو قطعه نخ کشیدهو در امتداو حعل ز است با شندقر اردهیم «صهمی ز سم هو و 


۰ ۳ مه ۳ 3 ۰ 1۰ ۱ ۰ ۹ ۳ 
او ی هی بر بق طدبا بی می تو ان کون 8 را ك رتشحند داخه او 8 ار حل ش#ادي 


تن 


۳ و 1۰ ی ۳ تور ا 2 
وصا , ود و عمود هد ف ۳ را رسمه دنم 9 مور دی را د ور تععله ٍ سر حمل هاد ر سم 
ت‌ ۳ ‌ ۱ ۳ ۹۳ 


دی‌شو د رم ۳۳ ۱1 قعع کند در ی تسو رت 8 1۷ ب ۲ 1 و ۳ ۳ این از تتسد اي اد 


‌‌ 


ات زان مت شم و با اعتاد 5 بعَدص مذتاف ر] ی تحط مادی شاص سختاف -همی ادص 


۰ ره تا 
ی 


کب 

در ترسیم سهمی ازطر یق تطه‌یا بی‌از روش 
دیگر نیز می‌تو ان استفاوه کرد به‌این ترتیب که‌حط 
»1 را موازی خحط هادی رسم کسرده و بدمر کز 
۲ و باشعاعی مساوی فاصلا و خط (] و ,12 
دایره‌ای زسم می کنیم. این دایره خحط ,(] را 
در دوتفطةٌ ]۱ و ]۸ فطع می‌ کند که هردو بر 
سهمی به‌کانون ۲ و به خحط مادی (] واقعندء 
(شکل ۳۰۰۳) 

روشن است که با ترسیم خطهای مختلف 
از نو ع ,(] تقاط مختلف سهمی بدست می‌آیند و 
حط ,(1 را چنان باید رسم کرد که از کانون و 
عط هادی در فاصله‌ای باشد که دايرهُ مرسوع نرا 


قطم کند و این تلاقی درصود تی روی می‌دهد که 


فاله ‏ ۱۳ از ول ها یی از ک باشد . 


(به‌کانون سهمی نزدیکتر باشد.) 


۳ رسم مماس بپرسهمی سب از آنججد در 
بند (۴.۴۰۳) ثابت شد می‌توان نتیجه کرفت 
که قرینهٌکانون سهمی نسبت به‌هر حط‌مماس بر آن؛ 
بر نحط هادی سهمی واقع است . زیرا اکرحط ۸۵ 
درنقطهٌ ٩]‏ برسهمی به‌کانون ۲ و هادی (1مماس 


(ش ۲۹.۳) 


۹۳ 


ت 


باشد و باره خط ,]۴ +! از لفطه 11 عمود برعط هادی رسم کنيم و 1۷1 را به ‏ وصل کنیم در 
صورتی که ماس پاده حط ,۳ را ورنقطة "11 قطع کرده‌باشد (شکل ۴۱۰۳) دوملث ٩1,117‏ 
و ۱۱۲۲۴ شاویند (ضذض). و بنابرایسن 1112-11۴ و ۲ب] ل ۵ : ینی نقطةٌ را قسرينة 
کانون ] نسبت به‌عط ۵ است. اذاين ویژگی برای دسم مماس برسهمی استفاده می‌شود. 

رسم مماس ازيك تقطه برسهمی را درسه‌حالت مختلف می‌توان بررسی کرد . 

۱) ا کر نقطه‌ای ازسهمی مشخص باشد برای رسم مماس بر سهمی درآن نقعله کافی است 
شعاع حامل آن نقطه زا رسم کرده و از آن نطه عمودی بر نج هادی رسم کنيم. نیمساژ زاوية بين 
این دوخط مماس برسهمی دز آن نقطه است . 

۳ گر مقصود رسم «ساس برسهمی از ناطه‌ای مانند "۲ که برسهمی دافم ایست باشد» 
ملاحظه می کنیم که قر ین کانون ۴ نست به‌عط ماس باید برعط هادی (] واقع باشد. پس اگر 
دايرة به‌مر کز ۳ و شعا ع ۳ عط هادی را در نقطه‌ای مانند ,1 قطم کند : عمود +نصف 1,۳ 
همان ماس مطلو بست (شکل ونم ۳ 

روشن است که در این حالت شرط و جو د ماس آن است که دایرةٌ بهمر کز ط وبه‌ثعا ع 1۲۳ 
باتعط هادی متلافی با شد ٩‏ این درصودتی روی می‌دهد که تقطة ببه نحط هادی سهمی نزریکتر 
پاش تا به‌کانون سهمی: یعنی لفط ۳ در برون سهمی باشد و دز این‌سورت مسئله همو ازه‌دوجوات 
دارد . 


(ش ۲۲۰۳) 

۳) ا گر بخو اهیم برسهمی مفروض مماسی موازی امتدادمعین 8 رسم کنیم. ملاحظه می کتیم 

که فرينة کانون ۲ نسبت به مماس مطلوب بر 

حطی واقع است که از نفطةٌ ‏ بر 8 عمود رسم 

شود؛ پس اگر از نقطهً ۳ عمود ۳ را بر 8 

رسم کنیم و این عمود حط هادی را در نقطه ,۲ 

قطع کند . عمود منصف ر][۳ جواب مسطه است 
(شکل ۳۳.۳). 


1 


دداین حالت ستله در هر صورت دار ای يك جواب است مگر آنکه با محور سیمی 


موازی باشد . 


(۵_۳ خطهای هادی ددمقطعهای مخر دطی 


۳ اهر یف - خطی که از مزدوج تو افقی هر کانمن بیضی یاهذ لولی نست به دو رأس‌کانونی 
آن منحنی بگدرد و برمحور کانونی عمود باشد. حط هادی بنضی يا هذلولی نظیر آن کانون 
تامیذه می‌شود. خط هاری سهمی ر؛ پشتر تهریف کرده‌ايم و یکی یش نیست 
ار این تعر یف نت حه می شود که بیضی و هد لو لی دار ای دور حط هادی هتند که هر خنجد 
هادی نظر یکی از کادء نها است . فاصله هر نحط هادیی ازمر کز منحنی مساوی » ر از کانون نظر 
۲ ّ 
صاری ۳ زیرا اگر در یضی بدکانو نهنی 
و ۲۲ وقطر کانونی مساوی ۲۵ تقظه رت مز روم 
کانون | مسبت به دو نقططه + ۸۳ باتدرتدا ] 
۳ با توجهبه آ نک مَطه () و تسد ۸ ماس 
دار يم : 


تا( وج ]0 ۰ ۱۸۲۰۰۸۲ 


(جهت از "هلر بد هلر را مثبت می گیر یم ). ۱ ۰ 
4 شنت او ۳ 
در شحه: دم محر )0( ۳ 
ت 
۶ 
۳ تین 
ذطرفی مس 0-606 | 1 
5 ۳ - و ۲ 5 
یا بخ ۲ .۲ 
۰ ۳ (ض ۳ 4۳۵ 


در هد لو لی بهمین تر تب و ۳ ملاحطه | یکه ۳ ت۱۳ وت گز اره نات هی شو د. 

۰ ۱ ۲: ۳ ۱ 5 8 ۰ 

۳ 7 بت ۳۳)) شحه می شود که ور ها دی دسر هر بلث ار کانو تهای سصیی کت 
هد لو نی با آن کانون ور بك طرف مر کز منحتی فر اد دارد ز دد یی 8 <ر ر۲() و در هدلترلی 


۹۵ 


و6 یمنی در بیضی خط هادی نظیر هر کانون تارج فاصلةً مسر کز منحنی و رأس نظیر کانون 
مر بوط واقع است و درهة لو لی به‌تر تیب عکس خحط هادی نظیر هر کانون از دس نظیر آن‌کانون 
به مر کز منحنی نزدیکتر است. 

باید توجه داشت که عطهای هادی مقاطم مخروطی دارای ویژ گیهای مشتر کی هستند که از 
ویژ گی‌های مشترله این منحنی‌ها نتبجسی‌شوند و در این بخشآنها را بررسی می کنیم. 

قضیت نت فاصله‌های هرنقّطةُ بیضی با هدلولی از يك‌کانون و از حط هادی نظیر ان 


60 
کانون مقدادی ثابت «مساوی ِ خردج ۱ مرکز بیضی باهدلولی است. (بدیهی است که این 


قنیه برای سهمی هم برقر ار است و سبت مورد بحث برایر ۱ می باشد.) 


پرهای؛ - نعطة (۷ ۰ *) ۷ دا بربیضی به اقطار ۲۵ و ۲ فررض می‌کنيم (شکل ۳9.۳ 


ِ 
با توجه به آنچه قبلا ثابت کرده‌ایم . 


اگر حط (] خحط هادی نظر, کانون ۳ از بیضی 
مفر وض و ۷]1 اندازةٌ عمودی باشد که از نقعهٌ 
۷ برخط ([ رسم مي‌شود دادیم : 

۱۲۲)+- ۲11 - ۷۱ 
۰ ِ 1ات 


۳۲ 
۰ ۰ ۳ ۲ ‌ 

مس ۰ حب 6[ ]۱۷ و دز شحه تحواهیم داشت : 
ت 


) *):(۶*-«)- 1۳ ( ۳. و۴) 
6 2 1 


در هد لو لی یز "بار و خی مشابه قضیه ثابت مي‌شو د. 


0 


۴ - تعریف مشترك مقاطع مخروطی 

قضیه_ مکان هندسی نقاطی از صفحه که نست فاصله‌های ۲ نیا از يلك نقطه و یله حط 
ثا بت صفحه مقدازثا بت مسادی ‏ باشد» بیضی پا هدئولی با سهسمی است برحسب: نکه عددثا بت 
و کوچکتر پا بزدگتر ( يلك پا مسادی یت باشد. 

پرهان- خط (] و نقطة:] والم درخارج آنرا دريك سفحه درنظرگرفته واز اقطه 7 ع‌ودی 
پر خط (] رسم مسی نیم و دستگاء مختصات را چنان اختیار می‌کنیم که محورطولها برعمود 
مزبور و محور عرضها بر خط(] متطبق و جهت «ثبت محور طول از خط (] به جانب لفط "۲ 
باشد۰ شکل ۳۷.۳۲ در این صورت اگر فاصلة نقَطهُ *] را از خط ([ با ج نماینش دعیم و نطدة 


1۶ 


۷۱۲۱۲ 


(ش ۰.۳ ۷ ۳) 


اما نسبت به‌دستگاه مختصات مزبور (ه , )۳ و زب « ه)[[است؛ بنابراین 


هد بد۳] و | -۸]۳]2 


0 1۳ 
19 0-0 /ز و ده ی 


و جون عبارتهای دوطرف سیاوی احیر را هر بح کنیس : مماد له مان هند ی مطلوت به صو رت 
زبر بدست می‌آید: 


هآ اسر ۲ب( -- ۱) )۱ 
اما اگر ۱ -- و باشد, معادلة (۱) به‌صورت 


مج 0۲( ۲-۲ ۷ 
0 
يا ( -۲۳6 ۲۲ 
۲ 
خلاصه می‌شود و این معادلة سهمی است که راس آن وسط ۲() و محور آن منطبق بر مجور 


طولها است. 
جتانچه (>6 باشد» معادله (۱) را به‌صورت زیر می‌تو ال تنل رخ 


۲ ۳ 9 
تیک اش ریس 9 
ات ۳ 
کم ۱ 6۲(۲ --۱) 


۹۷ 


امن ۱ اوآ 
"۱-۵ "(۵۲ - ۱) 
۲۳ 

۱ ۵ 


و با ما حظه آ نکه داریم . و دام ت ؛ مت سمل معادله(۲) 


معاد ۸ دٍسلث بیصی است د-۵ مر کز ([ه ۰ 6۲ که در آن ممادیر 0 9 ۲ عبار ند از . 


۳ 


دیده می‌شود که در این بیضی داریم. 


۲ کر 
0 0 له 3 ی 
سس فسسچتخحح: 2 ای و زر 
0۲(۲ - ۱) وتو (۱-6) 
۲ 
۰ 60 
وبنا بر این ود 
۱-۵ 


هر گاه داشته باشیم: ۱ جر و ۰ ه جر وس اي و معادله (۱) رابه‌صورت زیر می‌توان نوشت* 


ی ۱ 
1۳ 0 ۱ ۳( 
تم 


2۶ و ۷ وحختصات کر آن د4 بر تیب عبارتند از 9 2 
۳ 8 


تعر نف ت 3 مقا 2 ۱ ۳۹ زاگ بو ۰ : 

مستر طع مخر وطی_ گر خط (] و نقطة "[ خارح آن خسط منروض باشند. مان 
رفیله 4 اه مب : 9 ِ 
هندسی تفطه ۷ ز صفحه ۳۱ ۰ ([) را که بت فاصله‌های آن از نطه ۲۰ و خط ([ مساوی 
غدد داخت ۵ باشد. ممصه خر و در . ۳98 

نمطه 1[ ر! 5 نون و خط (] را عط هادی و فاصلهة ۲ ,۱ از خط ([ همین (پارامتر) متحنی 

4 03 7 

و عدد م را خر ا( مرکز مقطع مخروطی می گوئيم. به‌طوری که در فضیهُ قبل ثابت شد» بر 
حسب آنکه عدد ۵ وک بای ۳ کل ناد 1 1 
۱ ذ عدد دج وچکتر یا راز کر یا ءساوی يك باشد: مفطم محروطی بیضی یا هدلو لی 
پب؛ سهمی است, داینره را به‌عنوان يك مقطع مخرویلی حالت خاصی از بیضی په‌ازای ه 6 


هی دو ال درنظر گرفت ۴ 


۹۸ 


۳ - ویژگیهای مقطع مخروطی . تعریف مشتر کی که برای مقطه مخروطی بیضی و 
عهدلولی وسهمی ذکرشد (شماره ۲.۵.۳)» به‌تعر یفهای دیگر این‌سه منحنی که فبلا شر ح دادیسم 
ان مزیت‌را دارد که مه‌منحنی را» بهرغم خکلهای متفاوتی که دارند» تبدیل به‌يكنحنی به‌نام 
متعطم مخروطی می‌کند. بنابر این ؛ هر قضیه یاحاصیتی که از این تعر یف درمقطم مخروطی به‌دست 
آید» در هرسه منحنی صادق است و ار این رو؛تحفیق دربارهة منعنیهای نامیرده ار این راه» بسهار 
ساده‌تر ومنطفی تر می‌شود , ایدك خاصیتهای مهم واساسی مقطح مخروطی راکه بطور مناده و 
طبیعی از تعر یفب آن‌نتییده می‌شو ند » وحدی تعریفهای تبلی که بیضصی وهدلو لی وسهمی‌را از روی 
آنها شناخته‌ايم» مانند قضیه ازروی تعریف مشترلك ثابت می کنیم. 

الفِ - ۳3 عطی متطه مخروطی به5 نون ۲ وخط هادی (] ۱ ددتقاط شثر و ]۲ وخطهادی 
( د(نقطه ر) فطع کند» حط )۳ یکی از دوژاوية ببی ۵ و ۳ ۱ نصف میکند. 

زیر ! بطوری که درثکل ۳۸۰۴ ملاحظه می‌شود» اگر ۵ و 9 به‌در تیب تصویرهای دو 
نطه ثر و 5 بر حط هادی باشند) به‌مو هب وکین اصلی ممَعم مخروطی داریم: 


2 شش ۸۳۲ 19 ۹9 
7 2۳ 5 0 7 اه 
اما از تشابه مثلت‌های "شمه و ]3 می‌توان نتیجه گرفت که. 
۸۸ 
8 8۳ 
و ازمغایسه این دوتساوی خواهيم داشت: 
شم) ۲۸ 
0 ۳5 


این رابطه نشان می‌دهد که خط :76 نیمساز زاویة ۸۲۱۳ بازاویه مجانب آن است. 


لب - اگرحمای:د(نفطة ۸ برمقطم مخردطی خطهادی ۱ درشقطة ز) قط‌کند» شکیل ۳۹۰۲۳ 
قطیه .حط )۸ ازمماسی 6۱ نون ۲ بهزاوية فا نمه ریت مي‌شود. 


زیر | اگر قاطم ۸ گرد نقطهُ ۵ دوران 
کند تا نقطه ظ» نقطه تلاقی دیگر آن با منحنی» 
بی‌نهایت به‌نطُ ۸ نزديك شود دروضع‌حدی 
خود» به‌مماس در نقطه ۸ تبدیل می‌شود و در ۲ 
حاات حدی نیز دو خط ,)11 و )] نیمسارهای 
دو زاویه‌مجانب بکدیگر برهم عمود ندو بامااحفظه 
آنکه "ر) يا ز) بین ۸ و ۳ است )1 بر ۸] (ش ۳. ۳۸) 
منطبق می‌شود؛ درنتیجه 176 ل ۲۸۵ یسی 2۸36 قائمه است. 

پ - اگر ۱(نقطه‌ای «اقع بر.عط هادی ده عماصي بر مقطم حخووطی (سم کنیم خط واصل 
بین نقاط تما ادکانون مقطم مطررطی می‌گدرد و برخط داصل‌بین آن نقطه و5 نون عموداست. 

هر گاه از نطة () واقم بر خط هادی‌مقطع 
مخروطی دوهماس ]() و ](/) برمنعتی رسم 
شده باشد »؛به‌مو حعب آرچه در بند «ب, ثابت‌شده 
۲ 1 ۳:) و 1۳۱ 1۳) شحل ۴۰.۳ ؛ در 
ننیجه ۳۶۷ و ۲ در یسك امندادنسد و 


تا ل ۱۲۳۲( (ش ۰.۳ 


ت - د(بیضی (هدلولی ) مجمو غ (تعاضل) فاصله‌های هرنقطةُ منهنی!ز دو6ا نون عقدادفا بتی 
است , 

ار ۸7 عمودی بر خطهای هادي ([ 
و (1 فرودمی‌آوزیم شکل ۳ ,۴۱ .دازیم. 
۷۳ ۷1 
۲ - ۳ ۷ 


- 


و از آنجا. 
( )۱۳۰ ][( 
]ورن 
۳3 

و 


۵ 
هت ور رت 
0 


۵-- ۱۷1 + ۸1 
بر ای هد لولی نیز حکم رال" «وش متابه تابت می‌شود. 


(ش ۴۱۰۳) 


نمر.بن 

۱- فاصلةٌ کانو نی بیضی را که نصف قطرهای کانو نی و ناکانونی آن به‌تریب ۵ و۴ 
سانتیمتر ند حساب کنید . 

۲- فاصلةٌ کانونهای يك‌بیضی ۸ سانتی‌متر و فاصلة يكرس کانونی از کانون نظیر آن‌يك 
سانتی‌هتر است؛ بیضی را بافطرهای آن مشخص کنید . 

۳- مجمو ع ناصله‌های هر نقطهٌ يك بیضی از دو کائون‌آنه۲سانتیمتر و نصف‌قطر نا کانونی 
آن ع ساتیمتر است ۰ فاصلهً کانونی بیضی و فاصلةً هر کانون را از رأس مجاورش تعیین 
کنید. دريك کانون بیضی خطی برمحور کانونی‌عمودرس‌می کنیم؛ اندازه وتری از بضی راکه در 
امتداد این عمود است حساب کنید . 


جروج از مر کز يك بیضی ۲ و اندازة قطر نا کانونی آن ۶ سانتیمتر است؛ بیضی د 
۲ 


مشخص کند . 
۵- قطرهای يك یضی به‌ترتبب ۱۲ و ۸ ساتیمترند معادله بیضی دااسبت به دستگاه 
مختصانی که مدا آن برمر کز بیضی و محود طو لپایش بر محور کانونی بیضی منطی است تعبین 
9 
ع- اصلةٌ کانونی يك‌بیضی ۸ سانتیمتر و قطر کانونی آن ۱۵ سانتیمتر است. معادلة بیصی 
را نبت به‌دستگاه مخصاتی که بدا آن برمر کز یضی و محود عرضهای آن برمجور نا کانونی 
۷- معادلههای پار امتری هريك از یضی‌ها را در دومسه قبل بنویسید . 
۸ - بیضی به‌معادله ۴۷۲-۱ بر مفروض است. اندازهٌ قطرها وفاصلهة کانو نی آنر | 
آمیین کنید . مختصات چهار رأس و کانونهای بیضی را حساب کنید . 
٩‏ - نقطه (۳ ۰ ۲)]] مر کز يك بیضی به‌اقطاز ۱۰ و ۲« است. معاو له بیضی را نوشنه و 
مختصات کانونهای آنرا تفبین کند. (قرض کنید فطر بزر گتر بامحور » ها موازی است .) 
۰ معادله بیضی را بنو یبد که مر کزش میداً مختصات و دو رأس مجاورآن (۰ ۰ ۸)# 
و (۷ ۰ 0)] باشند متصات کانونهای بضی دا جات کنید . 
۱ب حروج ازمر کر يك بیضی است؛ نسبت قطرهای آن را حساب کید . 
۲ بیضی به‌اقطار ۸ و ۶ تن مفروفض است؛ فطل ۷[ را بر آن‌چنان اختیار عی کنیم 
"که پاره خط واصل بین اين ناطه و مر کز بیضی با قطر کانونی زاوية "۴۵ تشکیل دهد. فاصلٌ 
نقطه ]۷[ را از مر کز ..ضی تعیین کنید . 


۳- بجصی به‌فاصله کانو یی ۱ سانتی‌متر و ,4 فطر کانو نی ۵ ۲ سانتیمتر مفر (ضص | سمه 


تحقیق کنید دایره‌ای که هر کز آن بر مر کز بیضی و شها ع آن ساوی نصف فاصلة کانونی است 
ییضی دا قطم می کند یا خیر؟ درصورت تلاقی بیضی و دایره زاوية بين شعا : حامل نفطه تلاقی 
را با قطر کانونی بر<سب یکی‌از سبتهای مثلثانی آن تعیین کند . 

۲ ثابت کنبد که دایرة هادی بیضی آنرا قطم نمی کند . 

۵ ۱- اگر يك‌دايرة هادی از بیضی رسم شده باشد. بصی مشخص است؟ چرا؟ 

۶ یكدایرة هادی از بضی مفروض و يك رأس ار زر اسهای محور کانونی آن معلومند. 
کاثو نهای بیضی را مشخص کنبد . 

۷ دايرة اصلی يك بصی و یکی از راسهای و اقح بر قطر تاکانویی ان +عنوه‌نده کانویهای 
بیضی را مشخص کید . 

۸- ار يكك بیضی يك‌کانون و يك نقعله و اندازه‌های دوقطر آن معاوعند. یصی‌را به‌وسلة 
کانو نهایش مشخص کنید . 

٩‏ ۱ - دایره‌ای که به‌قطر شعا ع حامل يك نشطه از بیضی رسم مي‌شود بردايرة اصلی بضی 
هماس است. 

۵ - قائم بریضی دريك نفطه ۷ محورهای یصی دا دد نقاط 1 و () قطع‌می کند؛ا گر 
و و به‌ترتیب نصف قطرهای‌کانونی وناکانونی ییضی باشد ( هروش تحلبلی) ثاست کنید که : 


۱۲۳ _ 
۱0 ۰ 


۱ - از يك بیضی سه مماس ويك‌کانون داده شده‌اند. بیمی را مشحص کید . 

داهنمایی - قرينة هر کانون بیصی سبت به‌عط مماص بر بیضی روی داپرة هادی‌کانون دیگر 
دافع است. 

۲ سب معادله هذ لولی به‌اقطاد هو ع که‌مر کز آن نقطةٌ (۱ ۰ ۸۱ ,60 وقطی بر ترش با 
مجور وه موازی است بتویسید: محتصات کنو نها و بقایژ تلاقی هد لولی را نام رهایبختصات 
تعبین کنید. معا له مجانبهای هذ لو لی را بنویسید. 

۳ - مکان هندسی مر کزهای دایره‌هائی را که بردو دايرة برود‌هم هماستد تعیین کسد, 

۴ - از مد لو لی يك کانون و يك نفطه و انداره‌های دو قطر داده شده‌اند ؛ هد لو لی را 

د ۲ - از هد لولی دوکانون وبك ید مماس داده شده‌اند؛ هذ تولی ر! مشحص کنید. 

۲۶ - ثابت کنید ار يلك بیدی ويك هد لو لی کانه های مشتر له داشنه بساشند؛ دو منحنی 
یکذدیگر را پهز اوه قائمه قطع می کنند. (روش تحلبلی ) 

۷ - مماس بر يك هذ لو ای عماسهای مرسومبر دو + اس کانونی رادر تقاط ۱ و "قلح 


؟۱۰ 


می‌کنند؛ ثا بت کنید: دايرة به‌قطر ٩1"‏ ازدو کانود هذ لو لی می گذرد و ۸۳۸۲ ۰ ۷ مقدار 
تا بنی است. 

۸ ست تابت کید ا گر نقطه ]۸ برهد لو لی مساریالقطر ین به‌کانونهای ۲ و ۲۳۳ و به‌مر کز 
([) باشد. ۰۷۲۲۲ ۰۰۱۱۳ ۱])(۲. 

۹ ثابت کنید حاصل‌ضرب ماصئه‌های هر نقطه ازهذ لو لی از دوعط مجانب آن مقداری 
استت بات 

۵ در مت ۸186۰ ده داس وا و :) ثات و تفاضل دو زاءیهٌ 13 و)ساوی يك‌قائمه 
است؛ مکان هندسیر اس رتنیا ۱ 

۱ - از هد لولی يك‌کانون ودك مماس و نك محانبپ. داده‌شده ند: هد لو لی رز رسم کید. 

۲۲ - مکان‌هندسی مر کزهایدابرههانی را که‌بر بكعط و يك دایر عفر وض‌مماسند تین کنید. 

۳ - مطلو بت تین مکان هندسی کانون سهمی‌هائی که خط هادی مشترك دارندو برخط 
ثابتی مماسند. 

۴ سهمی را که حط هادی و دونقطه از آن دادم شده‌اند مشخص کنبد. 

۳۵ - سهمی را که کانون و دو نفعه از آن داده شده‌اند مشخص کن 

۶ - سهمی را که خط هاوی ودو باس از آن داده شده‌اند مشخص کنبد . 

باس - سهمی زا که‌کانون و دونعط مماس بر آن داده شده‌اند مشخص کند. 

۳۸ - معادلهٌ سهمی زا بنویسید که کانون آن نقطا ره ۱  )۲‏ وعط هتادی آن بعتعارلة 
۲ عح زر باشد. معادلة مماس بر این سهمی ر! ورنقطه باخفت ۲ بتووید. 

- ثابت کنید معان هندسي وسط وترهای موازی درسهمی خحطی است موازي, بامحور 
سهمی . 

۰ - مکان هندسی کانو نهای سهمی‌ها تی در انعبین کید که‌از دو ننطهٌ .۸ ۰ می گذرند و 
محورهای آنها با عط مفروض ۵ موازی است . 


ات 


مسائل فئله 


 !‏ ثابت کنید: 
.لا ای ۷ رجا ۰ (۷۱ +۷ ) 
۲ - معادله‌های عطی را بتویسید که الط (۱ « ۱ ۰ ۷)۱ بگذره و زاویه‌های آن با 


مسهی۸ -6 باشد. 


#۳ 
محوزرهای ون و بون بهترئیب سعت 5 و 


۳ بط (] به معاد لفهای : 
7-۱ 7ج ۱ ۲۱۷ << کر 
و عط "(] به‌معاد لفهای : 
۳۳2-۳ 2 ۷-۲ 5 ۲ 
مفروضند ؛ معادله‌های صفحه‌هائیر اتعبین کنبد که به‌تر یب‌شامل (]و "(] و بایکد یگ مو ازی‌باشند. 
۴ 8 0() عط المر کزین دو دایرة محبطی و محاطی درونی يك متلث 6 ۸ و 1 
و ۲ شعاعهای دایره‌های مز بور فرض می‌شوند؛ ثابت کنید : 
(۲۳ - 0۳/1 ل(رابطهةٌ او بر ") 
راهنماکی - يك رأس مثلت» (مثلا ۸) : د؛ به نقطةٌ () مر کز دایر؛ محاطی وصل کنید و 
امتداد دهید تا دابره محطی را در نفطهٌ (] قطع کند و ثابت کند: (0(] << 6(] -- (1(]؛ سپس 
قوت نقط؛ٌ () را به دوطریق نسبت به‌دابر؛ محبطی بنویسبد وبا استفاده ازآ نچه گفته شدو از تشا به 
دو مثل قا ثم الز او ية مناسب که و ترها یشان 00/۸ وفطر 2 "(0(] از دایرُ محبطی باشد» رابطهٌاوار 
را به‌وست آورید . 
۵ - ثایت کنبد دایره‌هایی که محبط دو دايرة مفروض را نصف می کنند؛ از دو نقطه ثا بت 
وافع بر حط‌المر کزین دو دایره می گذرند. 
۶ب ثابت کنید بیش ازسه دايرة دو به دو عمود برهم نمی‌تو ان رسم کرد. 
۷- دایره 62 به‌مر کز (4 وبه‌شعا ع ودونقطه ثابت ۸ و 3] که نسبت به‌نقطه () قرینه 
یکدیگر ند داده می‌شود؛ نقطه متغیر ]۷ بردایره 2 جابه‌جا می‌شود. حطوط ۷۲۸۸ و (۷۲1 دايرة 


۱۰۴ 


ر) را غیر از نقطه ]۷ به‌تر نیب در نقاط ۳ و () قطم می‌کنند. ثابت کنید که حاصل‌جمع: 


به‌وضع نقطه ]۱۷ در دوی دایره بستگی ندارد. 

۸ ور مثلث غیر مشخص 196 نیمساز زاویه ۸ رارسم می کنيم تا ضلم /] د! دد. 
نقطه (] قطم کند؛ دو دایره به‌مر کزهای و1 و 1) رسم می کنيم کد هر دو بر نثطه (] بگذر ند و : 
رأس ٩‏ دوخط براین دو دایره مماس می کنیم؛ ثابت کنید کها گر ۳ و () نقاص تماس مماسهای 
مرسوم باشد» حواهیم داشت: ۱ 

۳ ۰. ۸۵ -- ۲۳ 

٩‏ - دونقطهٌ ۸ و (1 وعدد ع داده می‌شو ند. دوایر ز) رابه‌شمی «شخص کنبد که تفاضل 
قوتهای تقاط ۸ و 13 نست به‌هريك ازآن ددایر برابر با >[ باشد. 

در هر يك از حالات زیر معادلهةٌ کلی دسته دایره‌هایی را که‌تعط ۵ محور و دايرة 6 


بکی از دايره‌های دسته دوایر است تعیین کنید. (خفت مر کز هر دایره را بار امتر مشخص کنندةآن 
دايره اعتبار کنید). 


۲ 2 ۴ ۲ لد از 
<< ۷ ه ؟ و ( ۲ - چا 
۷- ع< ۷ هد پوع مت آ رود کززار ع- ؟ ک 


۱.- تحقی کید اگر تالف بیضی بعسورت ۱ ار )+ رگ( ود از 
باشد آن گاه تابع ۲ به‌از آی‌مختصات نقاط درونی بیضی دارای بك علاست و به از ای مختصات نقاط 
برونی آن دارای علامت دیگر است . 

۲ -بیضی به معادله ٩‏ ع "(۱- )۴ ۱(۲- ع) مروض است. تحقیق کنبد نقطه 
(۱-- ۱ )۳ ور برودن یا درددون بیضی است . 

۳- هر گاه ج اندازة شمام حامل يك نقطه از بیصی باشد ثابت کنید: 

60 > ۲ کي - 

۴ - از بیضی يك‌کانون و دو مساس و اندازة قطر کانو نی با قطر تناکانونی داده شده‌اند: 
یفبی را مشخص کنید. 

۵ + - یضی ر با دوکانونش ۳ ر ۲۲ وبقداد ثابتش ۲8 مشخص است. ازنقطه‌ای مانند 
۳ دو مماس ۳۸۱ و ۳۸۲ دا برییضی رسم می کنیم ونقاط تماس د! ]۷ و 8 می‌نامیم. 


۱۰۵ 


اولا ثابت کنبد زاويةٌ بین‌هر مماس و خحط واصل از ۳[ به يك کانون مساوی اصت باز او یه 
بين مماس دیگر و حط واصل از ۳ به‌کانون دیگر . 

انیأ ثابت کنید خحطی که نقطهٌ ‏ را به‌يك کانون وصل می کند. نیمساز زاوية ین دوشما ع 
حامل واصل از آن‌کانون به‌نقاط ۷ و ]۷[ است ,۱ 

۶ - ثابت کنید مر کز دایرة محیطی مثلث و نقعلاً همرسی سه‌ارتفا غ آن کانونهای يك 
بیضی هستند که براضلاع مثلث مماس است. 

۷ - ۱ گر ازنقطه‌ای از دايرة هادی دو مماس برییضی رسم کنبم و دو نقطةٌ تقاطم دیگر 
مماسها را با دايرة هادی به‌هم وصل کنیم؛ حط واصل بر بیضی مماس است. 

۱ مکان هندسی تقطفعائی را تعیین کنید که از آن‌نقاط دومماس عمود برهم بر بیضی بتو ان 


زسم کرد . 
۵ - خط مماس برهذ لولی مجاننهای آنر! در نقاط ح] و () قطع می کند اکر ۲ و "۲ 


کانونهای هد لو لی با شندء تا بت کتیك چهار ضلعی ۳۳۳۰۵ محاطی دج 


و هر گاه مماس هر سو ۵ در فطه آ۷! از هد او ۱ ۱ 1 در ام ل و۲ فطع 
کند. ثابت کنید : ۰ 11۳ ۸13۲۰ -. ۲ مر 2 2 ۰ 
ِ تب وه 
۷۰۱ - ثایت دیف اگر فد لولی متاویا سس رن سمنلای ِِ از مه همرسی 


سه ارتفا ع آن مثلث نیز خواهد گذشت. 

۷ ثابت کنید اگر مثاث قائم الز او به ای ده متساری القصر ین محاط باشدار تفا غ 
وارد بروتر آن برحذ لولی مماس است. 

۳ اولا - اه مر اقع عمودهابی که از يك نقطهُ واقع بردایرةٌ محبطی يك متلث 
برسه‌ضلع این علث فرودآیند. بريك خط راست واقعند؛ و یکس؛ اگر مواقع عمودهایی 4-5 
از يك نقطف ]1 بر سه‌ضلم مثلثی فرود می‌آیند بر يك حط راست واقع باشنده نقطةٌ ۷ بر دایرة 
محبطی این مثلث قر ار دادد. 

انیا - ابت کنبد اگر اضلاع مثللی بريك سهمی مماص باشند» دایسره محیطی مثلث ار 
کانرن سهمی می گذرد و محل همرسی ار تفاعات مثلث برعط هادی سهمی واقع است . 

۷۴ سم حط [ از اتف گذشته و منحنی دا در دو نفطة ۸ و ] قطم کسرده است» 
ابت کند ور 4 رسقدار ثابت درد 

د 7 - ثابت‌کنید که حاصل ضرب نو اصل دوکانون یضی (یاهذ لو لی) ازحط مماس بر آن 
مقداری ثابت ومساوی باا است. 


فك این مسئله که عل‌آن یا امتفاده ار خواص کانونی ۳۹ مماس یو از اسب می‌گیرد : ازپونسنه 


(۵[فمو۴۳0) هندسمدان بزرگ فر انسویاست, و ازاین‌رو بدنام «قضیة پونسلهه معروفاست 


۱۰۶ 


